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Die Differenzenmaschine von Hamann 
und die Berechnung der Logarithmen

Zusammenfassung
Zu Beginn des 20. Jahrhunderts brachten Julius Bauschinger und Jean Peters neue,
auf acht Dezimalstellen Genauigkeit berechnete Logarithmentafeln heraus. Die Be-
arbeiter griffen dabei auf Tafeln von Henry Briggs zurück und verwendeten ein In-
terpolationsverfahren, zu dessen Ausführung der Konstrukteur Christel Hamann in
Berlin eine Differenzenmaschine entwarf und baute. Die Tafeln enthalten auch um-
fassende Beschreibungen der Rechenverfahren und der Rechenmaschine. Zusammen
mit einer Simulation der Differenzenmaschine ermöglichen diese Quellen das Nach-
rechnen einzelner Tafelwerte unter den gleichen Randbedingungen wie ursprünglich.
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Einführung

Logarithmentafeln waren über Jahrhunderte hinweg ein wertvolles Re-
chenhilfsmittel, weil man damit Berechnungen wesentlich vereinfachen
konnte. Diesem Vorteil steht ein Problem gegenüber, das alle Zahlenta-
feln betrifft: sie müssen erst einmal berechnet werden und sie müssen
fehlerfrei sein. Es liegt in der Natur der Logarithmen, dass ihre Berech-
nung einen grossen Aufwand erfordert. Umso mehr gilt dies für ganze
Tabellen. Während der Arbeiten mit dem Zahlenmaterial, beim rechnen,
abschreiben, kopieren und setzen der Lettern sind unerkannte Fehler
nicht völlig auszuschliessen, sodass zudem noch eine Überprüfung auf
Fehlerfreiheit notwendig wird. Falsche Zahlenwerte bringen nicht nur
falsche Ergebnisse, sie können darüber hinaus personelle und materielle
Verluste nach sich ziehen und niemand weiss, ob und wann dieser Fall
eintreten wird. Aus dieser Problematik wird verständlich warum man
immer wieder Versuche unternommen hat die Logarithmentafeln und
andere Zahlentafeln von einer Maschine berechnen zu lassen (Lit. 11). 
Zu Beginn des letzten Jahrhunderts veröffentlichten zwei Astronomen in
Deutschland erweiterte und verbesserte Logarithmentafeln. Für die Ar-
beiten hierzu baute man eine mechanische Rechenmaschine, die in ihrer
Funktion den notwendigen Berechnungen angepasst war.

Nachfolgend soll diese Maschine beschrieben und ihr Gebrauch an aus-
gewählten Beispielen demonstriert werden. Die Nachprüfung des Tafel-
werkes war nicht beabsichtigt. Auf mathematische Grundlagen wird nur
in dem Umfang eingegangen als dies für das Verständnis der Zusam-
menhänge unbedingt notwendig ist. Erläuterungen über Fehlerrech-
nungen sowie zu den Gleichungen, die als Basis für Interpolationen die-
nen, übersteigen den Rahmen des Aufsatzes. Zu Sachfragen hierüber ge-
ben Lit 7, S. 806ff. und vor allem Lit. 4, S. 11ff. Auskunft.
Logarithmentafeln werden heute nicht mehr verwendet, sie zählen zu
den historischen Rechenhilfen. Anhang 1 gibt deswegen eine kurze Ein-
führung über Logarithmen und ihre Verwendung.
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Das Tafelwerk und die Maschine (1)

Im Jahr 1910 erschienen in Leipzig die 
„Logarithmisch-trigonometrischen Tafeln mit acht Dezimal-
stellen, enthaltend die Logarithmen aller Zahlen von 1 bis 
200000 und die Logarithmen der trigonometrischen 
Funktionen für jede Sexagesimalsekunde des Quadranten“

Herausgeber des zweibändigen Werkes waren Julius Bauschinger,
Direktor der Kaiserlichen Sternwarte in Strassburg, und Jean Peters,
Observator des Königlich-Astronomischen Recheninstituts in Berlin.
Das Werk erlebte mehrere Auflagen (Lit. 2). Wie die Herausgeber im
Vorwort zum ersten Band schreiben wurden sie zu diesem Werk durch
den Bedarf an genaueren Tafeln veranlasst. Den gestiegenen Anforde-
rungen, vor allem aus Astronomie und Geodäsie, konnten siebenstellige
Tafeln, Tafeln mit zu grossen Intervallen oder die Dezimalteilung des
Viertelkreises nicht mehr genügen.

Erste Gespräche zwischen Julius Bauschinger und Heinrich Bruns über
die neuen Tafeln legten beide 1904 in einer Denkschrift nieder (Lit. 6,
Anl. XIII, S. 232). Bruns war zunächst außerordentlicher Professor für
Mathematik in Berlin und danach Professor für Astronomie und Direktor
der Sternwarte in Leipzig. Bei der Erstellung der Tafeln übte er eine be-
ratende Funktion aus. 
In der Denkschrift gehen beide zunächst von der Feststellung aus, dass
die bisherigen Tafeln den gestiegenen Anforderungen nicht mehr genü-
gen. Von Anfang an steht auch fest, dass eine vollständige Neuberech-
nung der Tafeln wegen des zu grossen Aufwands nicht in Frage kommt.
Vielmehr sollen bekannte Funktionswerte mit grossen Abständen der
Argumente aus bereits vorhandenen Tafelwerken entnommen werden.
Die fehlenden Funktionswerte bestimmt und prüft man dann durch Inter-
polation mit Hilfe der Differenzenrechnung. Dazu bewerten sie bereits
vorhandene Tafeln, auf die man zurückgreifen könnte und stellen Anfor-
derungen an die neuen Tafeln hinsichtlich Anordnung und typografi-
scher Gestaltung auf.
Das Ziel der Bearbeiter ist eine Logarithmentafel mit acht Dezimal-
stellen Genauigkeit der Logarithmen und mit Intervallen von einer
Sekunde für die trigonometrischen Funktionen. 
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Beachtung verdient der angenommene Arbeitsumfang. Er umfasst neben
der Herstellung des Manuskripts und der Kontrolle sowie anderer Ar-
beiten mehr als 400 000 mit der Hand gerechnete Interpolationen, alles
in allem sollen das 12 Mannjahre bzw. 2 bis 3 Jahre mit 4 oder 6 Mitar-
beitern sein. Für den Druck werden noch einmal 2 Jahre angesetzt – man
stelle sich den Aufwand vor1. Die Gesamtkosten sind auf 22 000 Mark
veranschlagt.

In der Denkschrift geht man zunächst davon aus, dass die Inter-
polationen mit einer selbstschreibenden Additionsmaschine von
Burroughs (Bild 1) ausgeführt werden. Von einer Differenzenmaschine
ist 1904 noch keine Rede, diese Idee muss erst später aufgetaucht sein.
Auch verwendet man in der Denkschrift und im Vorwort der Tafeln stets
nur den Begriff ‚Handrechnungen‘, eine andere Rechenmaschine wird
nicht genannt. Für Berechnungen neben den eigentlichen Interpolationen
kommt offensichtlich keine weitere Rechenmaschine zum Einsatz. 

1 Wenn man sich vergegenwärtigt dass Menschen immer wieder in jahrelanger Arbeit
Logarithmen berechnet haben (Napier, Briggs und andere, s. a. Lit. 14) dann wird
man an den Energieerhaltungssatz der Physik erinnert. Der hat zwar hier keine Gül-
tigkeit, und dennoch: die Erleichterung, die Logarithmen beim Rechnen bringen, ist
mit einem hohen Aufwand an zuvor geleisteter Arbeit erkauft.

Bild 1: Burroughs selbstschreibende Additionsmaschine, um 1905
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Zu Beginn der für die Interpolation notwendigen Berechnungen im
Frühjahr 1908, die sich mit drei bis vier (menschlichen) Rechnern über
etwa ein Jahr hinziehen, wenden sich die Bearbeiter an den Konstrukteur
von Rechenmaschinen Christel Hamann mit der Bitte eine Maschine zur
Ausführung der Differenzenrechnungen zu entwerfen. Hamann betreibt
zu dieser Zeit das Mathematisch-mechanische Institut in Friedenau und
baut dort die ebenfalls von ihm entworfene und im Gesamtkonzept ei-
genwillige Rechenmaschine Gauss (Lit. 10 und 15). Hamann ist auch der
Konstrukteur der bekannten Rechenmaschinen Mercedes-Euklid und
Hamann-Manus.
Bereits ein Jahr später, Anfang 1909, liefert Hamann seine sogenannte
Differenzenmaschine, die allen Erwartungen entspricht. Sie wird in nur
einem Exemplar gebaut und, soweit bisher bekannt, nur zum Erstellen
dieser Logarithmentafeln verwendet. 
Nach den Arbeiten für die Logarithmentafeln stellt Peters die Maschine
fachkundigem Publikum vor. Anlässlich der dreiundzwanzigsten ordent-
lichen Versammlung der Astronomischen Gesellschaft zu Breslau im
September 1910 behandelt Peters „die zur Berechnung der achtstelligen
Logarithmentafel verwendete Differenzenmaschine (unter praktischer
Vorführung), sowie eine automatische Divisionsmaschine“ (Lit. 1,
S. 19). 
Das weitere Schicksal der Maschine ist unbekannt, sie gilt als verschol-
len.

Von Hamanns Differenzenmaschine existiert nur eine authentische Be-
schreibung,die auch das einzig bekannte Foto und mehrere Konstrukti-
onszeichnungen beinhaltet. Die Beschreibung ist im Vorwort2 des ersten
Bandes der Logarithmentafeln in der ersten Auflage von 1910 abge-
druckt. Es gibt jedoch keine Bedienungsanleitung oder vergleichbares.
Einzelheiten zur Funktion und zur Anwendung konnten nur aus diesem
Originaltext und aus dem Zweck, für den die Maschine gebaut wurde,
abgeleitet werden.

Die Maschine muss sehr gross und schwer gewesen sein. Soweit sich das
aus ihrem Foto rekonstruieren lässt war sie 58 Zentimeter breit, ohne
Druckwerk fast 20 Zentimeter hoch und in etwa 44 Zentimeter tief. Im
2 Das vollständige Vorwort in deutscher und englischer Sprache steht auf der
Webseite des Verfassers (Adresse s. Lit. 15) zur Verfügung. Die stark gekürzte
Beschreibung bei Galle (Lit. 8) hat dieses Vorwort zur Grundlage. In der zweiten
Auflage der Logarithmentafeln von 1936 wird die Maschine nur erwähnt aber nicht
mehr beschrieben. 
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Vergleich mit anderen Maschinen aus dieser Zeit ergibt sich daraus ein
Gewicht um 40 Kilogramm.

Herr Eckert, der die Maschine bei Hamann zusammengebaut hat, ver-
fasste die folgende Beschreibung. Die Abbildung der Maschine, auf die
sich die Beschreibung bezieht, ist in Bild 2 wiedergegeben.

Bild 2: Die einzige Abbildung der Differenzenmaschine
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„Die Maschine besteht aus zwei gleichartigen voneinander unab-
hängigen Rechenmaschinen I und II zu je 16 Stellen und dem
Druckwerk III (siehe Fig. 1, Titelbild). Jede der beiden Maschinen
besteht wiederum aus einem Schalt- und einem Zählwerk. Die Ar-
beitsweise ist folgende: Ein im Schaltwerk von I befindlicher
Wert wird durch eine Drehung der Kurbel a zu dem im Zählwerk I
und zugleich im Schaltwerk II befindlichen Wert hinzugelegt, und
zwar entweder im positiven oder negativen Sinne, je nachdem die
Maschine durch den Hebel c auf Addition oder Subtraktion ge-
schaltet ist. Eine nunmehrige Drehung der zweiten Kurbel b legt
den im Schaltwerk II stehenden Wert zu dem im Zählwerk II ste-
henden hinzu, ebenfalls wieder in positivem oder negativem
Sinne, je nachdem der Hebel d auf Addition oder Subtraktion ge-
schaltet ist. Durch die Drehung der Kurbel b wurde auch zugleich
das zum Druckwerk gehörige Schaltwerk, entsprechend dem im
Zählwerk von II stehenden Wert, eingestellt. Eine weitere Umdre-
hung der Kurbel a addiert bzw. subtrahiert wiederum den im
Schaltwerk I stehenden Wert zu dem im Zählwerk I befindlichen,
zugleich wird aber auch bei jeder Umdrehung der Kurbel a das
Druckwerk betätigt, und zwar gelangt der jedesmal im Zählwerk
II stehende Wert zum Abdruck.“

Mit den Abkürzungen SW für Schaltwerk, ZW für Zählwerk, DW für
Druckwerk und Ka sowie Kb für die Kurbeln ergibt sich aus obiger Be-
schreibung ein Ablaufplan, der wie aus der Sicht des Bedieners vor der
Maschine von unten nach oben zu lesen ist:

                  ZW2 in DW

        Kb      SW2 ± in ZW2

                  SW1 ± in SW2

                  SW1 ± in ZW1

        Ka      Ausdruck DW

Auf dem Foto der Maschine sind links unterhalb der Kurbel b noch zwei
weitere Kurbeln zu sehen. Ihr Drehwinkel ist durch jeweils zwei Stifte
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begrenzt, sie werden zudem mit zwei Hebeln, die wie Morsetasten
aussehen, arretiert. Der Zweck dieser Kurbeln ist unbekannt. Für
Berechnungen mit der Maschine können sie keine Bedeutung gehabt
haben, andernfalls wären sie im Vorwort genannt worden.

Die obige Beschreibung gibt die Sicht des Technikers wieder. Verständ-
licher wird sie, wenn man die Beschreibung auf den Verwendungszweck
abstellt. Dazu muss man allerdings wissen, dass die Interpolationen mit-
tels zweier Differenzen, der ersten und der zweiten Differenz, ausgeführt
werden3. 
Ganz vorne an der Maschine wird die zweite Differenz an den Dreh-
knöpfen eingestellt. Die Einstellung ist in Schaulöchern sichtbar. Da-
hinter wird an einer Reihe von Drehknöpfen die erste Differenz einge-
stellt, ihr momentaner Wert ist ebenfalls in Schaulöchern zu sehen. Noch
weiter hinten stellt man den Funktionswert ein, sein momentaner Wert
ist ebenfalls in Schaulöchern zu sehen. Ganz hinten ist das Druckwerk
angebracht, der Papierstreifen läuft horizontal nach links heraus.
Mit Betätigen der Kurbel Ka rechts vorn wird der Funktionswert ausge-
druckt und die zweite Differenz wird, je nach Stellung des Schalters c,
zur ersten Differenz addiert oder von dieser subtrahiert. Bei Betätigen
der Kurbel Kb (links hinten) wird die erste Differenz zum Funktionswert
addiert oder von diesem abgezogen, je nach dem wie der Schalter d
steht.
Das Einstellen der Differenzen und des Funktionswertes erfolgt erstmals
vor jeder Reihe von Interpolationen, während der Rechnung werden nur
abwechselnd die Kurbeln betätigt.

Die Maschine ist in allen Werken sechzehnstellig und für zwei Differen-
zen ausgelegt4. Man kann mit ihr nur den vorgesehenen Rechenablauf
ausführen. Sie besitzt keinen verschieblichen Wagen, Multiplikationen
oder Divisionen wie auf Vierspeziesmaschinen sind nicht möglich.

Bevor wir zu Beispielrechnungen mit der Maschine kommen ist noch ein
Einschub erforderlich, weil mechanische Rechenmaschinen negative
Zahlen auf eine besondere Art darstellen, die auch beim Arbeiten mit der
Differenzenmaschine auftreten kann. 

3 Anhang 2 gibt eine Einführung in dieses Verfahren
4 Die Difference Engine No.2, entworfen von Charles Babbage Mitte des 19. Jahr-
hunderts, ermöglicht Rechnungen bis zur siebten Differenz mit Zahlen mit einund-
dreissig Stellen. Dafür wiegt ihre Recheneinheit allein schon fast drei Tonnen.
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Negative Zahlen in der Maschine

In mechanischen Rechenmaschinen werden negative Zahlen anders
dargestellt als wir das mit einem Minuszeichen zu schreiben gewohnt
sind. Der Grund liegt darin wie die meisten Rechenmaschinen den
Zehnerübertrag ausführen. 

Unter Zehnerübertrag versteht man eine Rechenvorschrift in unserem
Zahlensystem. Sie besagt dass bei der Addition mit Erreichen oder Über-
schreiten von zehn auf einer Stelle an der nächst höheren Stelle links
eine eins addiert werden muss. Das Gegenteil kann bei einer Subtraktion
notwendig werden. Beispiele für einen Zehnerübertrag sind die Rech-
nungen  15 + 9 = 24  oder  36 – 9 = 27  oder die unvergesslichen Merk-
sätze „sieben und sieben ist vierzehn, schreibe vier, merke eins. Eins
und...“ und so weiter.

Zur Anzeige von Zahlen sind in mechanischen Rechenmaschinen an
jeder Stelle Scheiben oder, wie in der Maschine von Hamann, Rollen
eingebaut. Sie tragen am Umfang die Zahlen 0 bis 9. Nach 9 kommt
wieder 0 (Bild 3). Der Zehnerübertrag wird wie folgt realisiert: dreht
sich eine Rolle von der Position, die eine 9 anzeigt, in positivem Sinn
weiter, dann wird die nächsthöhere Stelle links ebenfalls um eine Einheit
weiter gedreht. 

Für die Subtraktion gilt, dass dem Drehen
einer Rolle im negativen Sinn über 0 hin-
aus das Drehen der Rolle der nächsthö-
heren Stelle um eine Einheit rückwärts
folgen muss. Dieses Weitergeben einer
Drehung, der Übertrag, kann während
einer Rechenoperation auch mehrmals
hintereinander notwendig werden.

An mechanischen Rechenmaschinen
werden positive Zahlen mit führenden Nullen dargestellt. Subtrahiert
man in den negativen Bereich hinein dann bewirkt der Mechanismus des
Zehnerübertrags, dass an allen höheren Stellen nach links die 9 auftritt.
Die nachfolgende Tabelle stellt positive und negative Zahlen in der lin-
ken Spalte den Repräsentationen an der Maschine in der rechten Spalte

Bild 3: Rollenzählwerk
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gegenüber. Dabei ist unterstellt, dass das Resultatwerk acht Stellen
besitzt.

3 00000003
2 00000002
1 00000001
0 00000000
-1 99999999
-2 99999998
-3 99999997

-127 99999873

Eine negative Zahl in unserer Schreibweise, ohne Vorzeichen als positiv
betrachtet, und ihre Darstellung in der Maschine ergeben zusammenge-
zählt eine 1 mit nachfolgend so vielen Nullen wie die Maschine Stellen
im Ergebniswerk hat. Für die unterste Zeile in der Tabelle kann man
schreiben  127 + 99 999 873 = 100 000 000. Wegen dieses Zusammen-
hangs nennt man die Darstellung in der Maschine auch eine Komple-
mentärzahl und mit Hilfe der genannten Beziehung lassen sich beide
Darstellungen recht einfach ineinander umrechnen. 

Das Rechnen mit Komplementärzahlen geht genauso vor sich wie mit
positiven Zahlen. Beim Übergang vom negativen in den positiven Be-
reich kann die 1 der Summe an der Maschine jenseits der höchsten Stelle
nicht mehr angezeigt werden und verschwindet. 

Rechenbeispiel Polynom zweiten Grades

Wir nehmen die Demonstration der Differenzenmethode in Anhang 2
wieder auf und verwenden die Simulation der Maschine (s. Anhang 3).

Gegeben ist immer noch die Funktion  f(x) = x2 + 2x – 7.
Für die Argumente  x = 0, 1, 2,… sollen alle Funktionswerte mit Hilfe
der Differenzenmethode berechnet werden. Die ersten und zweiten
Differenzen sind bereits ermittelt worden.
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Vorne an der Maschine werden die zweite Differenz D2 = 2, in der Mitte
der erste Wert der ersten Differenz D1 = 3 und hinten der erste
Funktionswert f(x)= -7 eingestellt. 
Die Ausgangsstellung der Maschine sieht in den Anzeigen so aus:

9999999999999993   (-7)
0000000000000003
0000000000000002

Als nächstes werden abwechselnd die Kurbeln a und b betätigt, mit der
Kurbel b muss begonnen werden5. Die Anzeigen der Maschine nach
jeder Kurbeldrehung sehen wie folgt aus:

Kurbel b
9999999999999996   (-4)
0000000000000003
0000000000000002

Kurbel a
9999999999999996   (-4)
0000000000000005
0000000000000002

Kurbel b
0000000000000001
0000000000000005
0000000000000002

Kurbel a
0000000000000001
0000000000000007
0000000000000002

Kurbel b
0000000000000008
0000000000000007
0000000000000002

5 Mit welcher Kurbel man beginnt hängt von der Einstellung am Anfang ab. Ver-
zichtet man auf den Ausdruck der ersten Funktionswerte aus der Tabelle in Anh. 2
und beginnt weiter unten mit  D2 = 2, D1 = 5  und  f(x) = 1  dann muss als erstes die
Kurbel a betätigt werden.
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Kurbel a
0000000000000008
0000000000000009
0000000000000002

Kurbel b
0000000000000017
0000000000000009
0000000000000002

Kurbel a
0000000000000017
0000000000000011
0000000000000002

Kurbel b
0000000000000028
0000000000000011
0000000000000002

Kurbel a
0000000000000028
0000000000000013
0000000000000002

Der Ausdruck der Maschine:

9999 9999 9999 9996
0000 0000 0000 0001
0000 0000 0000 0008
0000 0000 0000 0017
0000 0000 0000 0028
0000 0000 0000 0041

Das sind die ersten der gesuchten Funktionswerte, errechnet nur mit
wiederholten Additionen. Der Vorgang liesse sich fortsetzen bis die
Kapazität der Maschine erschöpft ist, d.h. bis das Ergebnis sechzehn
Stellen überschreitet (was im übrigen hier erst bei
f(99 999 999) = 9 999 999 999 999 992  der Fall wäre).
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Nach dieser einfachen Vorübung kommen wir nun zu umfangreicheren
Berechnungen für die Logarithmentafeln.

Rechenbeispiel Logarithmen der Zahlen

Als erstes Beispiel wählen wir die Interpolation der Zahlenlogarithmen.
Die Bearbeiter greifen auf das Tafelwerk

Briggs - Gellibrand: Trigonometria Britannica. Gouda 1633
zurück. Diese Tafel enthält 14-stellige Logarithmen zu 5-stelligen
Numeri. 
Wie bekannt hatte Briggs von Napier die Idee der Logarithmen über-
nommen und sich mit ihm auf die Basiszahl 10 geeinigt. 
Die Aufgabe besteht darin, dass die bei Briggs aufeinander folgenden
Numeri 16950 und 16951 mittels Interpolation auf die neun Zwischen-
werte  169501, 169502… bis 169510  erweitert werden.

Wir entnehmen der Tafel von Briggs die Logarithmen mit zwölf Nach-
kommastellen6

log 16950 = 4,2291 6970 2539
log 16951 = 4,2291 9532 3877
log 16952 = 4,2292 2094 3703

und bestimmen mit einer Handrechnung die ersten Differenzen7

D11 = log 16951 – log 16950 = 0,0000 2562 1338
D12 = log 16952 – log 16951 = 0,0000 2561 9826

und die zweite Differenz
D21 = D12 – D11 =  -0,0000 0000 1512
des grossen Intervalls.

6 Für die Übernahme der Logarithmen ist die schwer zugängliche Tafel von Briggs
nicht erforderlich. Mit der berechtigten Annahme dass sich dadurch nichts ändert
diente als Ersatz der Rechner des Betriebssystems Windows® mit zweiunddreissig
Stellen Genauigkeit. 
7 In Anlehnung an den Text in Anh. 2 bedeuten D oder d die Differenz, die erste
folgende Ziffer bezeichnet die Art der Differenz (erste, zweite,…) und die zweite
Ziffer ist eine fortlaufende Zählung. Andere Autoren verwenden eine präzisere, wenn
auch nicht einheitliche Notation der Differenzen.
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Als nächstes berechnen wir die Differenzen d1 und d2 des kleinen
Intervalls für die Interpolation 16-stellig aus den Gleichungen (1) und (2)
in Anhang 2
d1 =  0,0000 0256 2201 8400
d2 = -0,0000 0000 0015 1200

An der Maschine werden nur die Nachkommastellen eingegeben:

2291 6970 2539 0000   (Mantisse zu 16950)
0000 0256 2201 8400   (= d1)
0000 0000 0015 1200   (= d2, Schalter c neg.)

Nachdem man mit Kb beginnend nur die Kurbeln betätigt hat, sieht der
Ausdruck der Machine so aus:

2291 7226 4740 8400
2291 7482 6927 5600
2291 7738 9099 1600
2291 7995 1255 6400
2291 8251 3397 0000
2291 8507 5523 2400
2291 8763 7634 3600
2291 9019 9730 3600
2291 9276 1811 2400

2291 9532 3877 0000

In der ersten Zeile des Ausdrucks steht die Mantisse für 169501, 
log 169501 ≈ 5, 2291 7226 4740 84

darunter für 169502 
log 169502 ≈ 5, 2291 7482 6927 56

usw., die letzte abgesetzte Zeile ist das schon bekannte Ergebnis für
169510.

Bild 4 zeigt den zugehörigen Ausschnitt der Tafel. Die Mantissen sind
darin auf acht Stellen gekürzt.
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Folgt man den Angaben der Bearbeiter dann
hatten sie für die Logarithmen der Zahlen auf
diesem Weg 18000 Intervalle zu rechnen.

Die Bearbeiter müssen sich bei allen Rechnungen
sicher sein, dass sowohl die Tafelwerte bei Briggs
als auch ihre eigenen Ergebnisse korrekt sind und
nehmen deshalb Kontrollen und Fehlerab-
schätzungen vor. 
Eine dieser Kontrollen besteht in der Prüfung, ob
die mittels Interpolation gewonnene obere In-
tervallgrenze mit dem nächsten bekannten Tafel-
wert übereinstimmt, was hier für  log 169510  zu-
trifft. Des weiteren werden für jedes Intervall
nicht nur die ersten und zweiten, sondern auch die
dritten und vierten Differenzen berechnet um den
Anfangswert der ersten Differenzreihe in einem
Intervall vergleichen zu können mit dem Endwert
der gleichen Differenzreihe im vorhergehenden
Intervall. Die Beobachtung höherer Differenzen
dient zudem dazu, Fehler in den Funktionswerten
zu finden, weil in einem solchen Fall der „regel-
mässige Gang“ der Differenzen, wie Bruns
(Lit. 4) es ausdrückt, gestört ist. Er meint damit
starke Sprünge in der Folge der Differenzen glei-
cher Ordnung. All diese Kontrollen sind Hand-
arbeit, hier kann die Differenzenmaschine nicht
helfen. 
Besonderes Augenmerk richten die Bearbeiter auf
die dritte Differenz D3.

Die dritte Differenz

Neben der Maschine spielt die dritte Differenz eine zentrale Rolle bei der
Berechnung der Logarithmen. 
Die grundlegende Vorgehensweise der Bearbeiter besteht darin, dass sie
die Intervalle für die Interpolationen klein wählen und so die Differenzen

Bild 4: Ausschnitt der 
Tafel
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mit höheren Ordnungen ebenfalls verkleinern. Vierte und höhere Diffe-
renzen werden dadurch zu klein, als dass sie für Funktionswerte in der
gewünschten Genauigkeit eine Rolle spielen könnten. Die dritte Diffe-
renz wird ebenfalls vermindert, kann aber nicht unberücksichtigt bleiben.
Ihr Einfluss auf den Funktionswert ergibt sich aus der Beziehung

…+
−−

+
−

++=+ 3
6

)()1(
2

2
)1(1)()( 2

1

D
ttt

DtttDaftHaf

Hierbei bedeuten
D1, D2, D3 die erste, zweite, dritte Differenz,
H das auf das Argument a folgende Intervall,
t Phasen (Bruchteile) des Intervalls, das interpoliert wird.

Für eine zehnteilige Interpolation beispielsweise gilt 
…,, 10

2
10
1=t  .

Die Bearbeiter verwenden eine selbst gefertigte Tabelle, in der zwei
Werte in Abhängigkeit von t festgehalten sind: die Grösse des Koeffi-
zienten der dritten Differenz sowie der durch Runden entstandene Sum-
mierungsfehler in der zwölften Stelle. Damit lassen sich Fehler in den
Ergebnissen abschätzen. Logarithmen, deren Werte nach Abkürzung auf
die achte Dezimale zweifelhaft bleiben, werden mit einer Reihenent-
wicklung vollständig neu gerechnet.

Rechenbeispiel Logarithmen der Winkelfunktionen

Für die Logarithmen der Winkelfunktionen greifen die Bearbeiter
ebenfalls auf das Werk Briggs - Gellibrand: Trigonometria Britannica
zurück.
Es enthält die Werte für sinus (15-stellig), tangens und secans (10-
stellig) sowie log sin (14-stellig) und log tan (10-stellig) in Schritten des
Winkels von einem einhundertstel Grad oder 36 Winkelsekunden (Lit 3
u. 9, Bild 5).

Die Bearbeiter gehen wie bei den Logarithmen der Zahlen vor und
interpolieren die vorhandenen Tafelwerte bei Briggs mit 35 Zwischen-
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werten bzw. 36 Unterteilungen, sodass wie beabsichtigt für die neuen
Werte eine Schrittweite von einer Winkelsekunde entsteht.

In Handrechnungen, die der Vorbereitung für den Einsatz der Differen-
zenmaschine dienen, bestimmt man zur Kontrolle der Tafelwerte die
Differenzen bis zur vierten Ordnung sowie die Differenzen für die Ein-
Sekunden-Intervalle. Dann kommt die Maschine zum Einsatz.

Wir besitzen die Kopie eines Ausdrucks der Maschine (Bild 6). Er
entstand mit dem Anfangswert
log tan 34°09'36'' = 9,8316 0055 2725 – 10

und der ersten Differenz 
d1 =  0,0000 0453 1587 2928

sowie der zweiten Differenz
d2 = -0,0000 0000 0017 4580

für das interpolierte Intervall  log tan 34°09'36''  bis  log tan 34°10'12''.

Die letzte Zeile unten entspricht dem Zahlenwert
log tan 34°10'12'' = 9,8317 6367 8869 2003 – 10

Mit der Ausgangsstellung der Maschine

8316 0055 2725 0000

Bild 5: Ausschnitt der Trigonometria Britannica



Die Differenzenmaschine von Hamann 18

0000 0453 1587 2928   
0000 0000 0017 4580   (Schalter c neg.)

lässt sich der Maschinenausdruck reproduzieren.
Bild 7 zeigt den entsprechenden Ausschnitt der gedruckten Tafel, redu-
ziert auf acht Stellen.

Bild 6: ein originaler 
Maschinenausdruck

Bild 7: Ausschnitt der Tafel für 
Winkelfunktionen
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Die Logarithmen der Winkelfunktionen sinus und cosinus bestimmt man
auf dem gleichen Weg, cotangens ebenfalls, diese jedoch mit den Diffe-
renzen des Einsekundenintervalls von tangens. 

Für Winkel bis 5 Grad kommt ein Verfahren zur Anwendung, das in
folgenden Schritten abläuft:

- der Tafel von Briggs - Gellibrand werden von 36'' zu 36'' die Werte
von log sin, log cos entnommen und daraus mit Hilfe der Zahlenloga-
rithmen die Hilfsgrössen
S = log sin – log arc  und
T =    S    – log cos
zwölfstellig berechnet,

- zu allen Grössen S und T werden weiterhin ihre Differenzen be-
stimmt, damit man sie dann

- auf eine Schrittweite von 1'' interpolieren kann. Nur hier kommt die
Maschine zum Einsatz.

- Zu allen neuen Werten von S und T addiert man nun wieder in Hand-
rechnungen log arc und erhält so log sin und log cos sowie log tan aus
log tan = log sin – log cos.

- Für log cot wird im Druckmanuskript die dekadische Ergänzung zu
log tan eingetragen.

Wie bei den Logarithmen der Zahlen betreffen Kontrollen den Summa-
tionsfehler, der bei der wiederholten Addition von gerundeten Zahlen-
werten entsteht sowie die mit der Maschine vernachlässigte dritte Diffe-
renz. Hierzu bedienen sich die Bearbeiter wiederum einer Tabelle, mit
deren Hilfe sich der Einfluss der unterschiedlichen Fehlerarten auf die
zwölfte Stelle des Egebnisses abschätzen lässt. Stellt sich heraus, dass
bei Abkürzung auf die achte Dezimale diese zweifelhaft bleibt, wird der
Funktionswert über seine Reihenentwicklung vollständig neu errechnet,
und das, ebenfalls zur Kontrolle, gleich zwei mal.

Die Abfolge der Arbeitsschritte bei der Berechnung der Winkel-
funktionen macht deutlich, wieviel Arbeit mit Hand und Kopf trotz des
Einsatzes der Differenzenmaschine geleistet werden muss. Die Tafel der
Winkelfunktionen umfasst 17000 Intervalle.
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Das Tafelwerk und die Maschine (2)

Über das Ergebnis ihrer Arbeit schreiben die Herausgeber:

„Das durch die Maschine direkt gelieferte Material stellt eine große
zwölfstellige Tafel in einem Intervall dar, wie es bis jetzt noch nir-
gends vorliegt; die zwölfte Dezimale ist zwar wegen der Vernach-
lässigung der dritten Differenzen nicht durchweg gesichert, kann
aber durch eine verhältnismäßig kleine Rechnung bis auf rund eine
Einheit festgestellt werden. Wenn diese Tafel auch nicht gedruckt
werden kann, so wird sie sich doch für viele Zwecke als überaus
nützlich erweisen; wir haben daher für ihren wohlgeordneten Zu-
stand, der ein sofortiges Auffinden des einzelnen Wertes gestattet,
Sorge getragen und sie in Kapseln, die in einem großen Akten-
schrank aufgestellt sind, dem Astronomischen Recheninstitut in
Berlin zur ständigen Aufbewahrung übergeben.“

Was mit den Kapseln weiter geschehen ist weiss niemand.

Lässt man die rechentechnischen Verfahren beiseite, dann fallen bei der
Beschäftigung mit der Entstehungsgeschichte des Tafelwerkes einige
Merkmale auf.
Das Werk baut auf einer wesentlich älteren Tafel auf, die noch von
Henry Briggs, dem Begründer den Logarithmen zur Basis zehn stammt.
Genau genommen wird dessen Tafel durch das Verfahren der Inter-
polation erweitert, nicht ersetzt. Es wäre demnach falsch, die alte Tafel
als nur historisch im Sinne von überholt und ohne Bezug zu den neueren
Tafeln zu sehen.
Aus den Erfordernissen der Wissenschaft ergab sich eine Dringlichkeit
für das Erstellen neuer Tafeln mit grösserer Genauigkeit. Persönlicher
Ehrgeiz vor der Herausforderung mag zusätzlich mit im Spiel gewesen
sein. Solchen Motivationen folgen mitunter grosse Anstrengungen. Und
dennoch ist man überrascht vom enormen Arbeitsaufwand über Jahre
hinweg, ganz zu schweigen von den organisatorischen Anstrengungen
und von den Kosten, die ebenfalls nicht übersehen werden dürfen. 
Die Interpolation der Tafelwerte stützt sich auf ein Rechenverfahren, das
man mit einer nur für diesen Zweck gebauten Maschine ausgeführt hat.
Diese Maschine brachte mit Sicherheit eine Verringerung der Rechen-
arbeit mit sich. Sie benötigt jedoch Handrechnungen als Vorbereitung
und kann nur unter diesen Randbedingungen eingesetzt werden. Ihre
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Ergebnisse müssen zudem kontrolliert und übertragen werden. Der An-
teil der Maschinenarbeit an der gesamten Rechenarbeit ist geringer als
man zunächst annehmen könnte. 

Die Herausgeber sprechen mit einem gewissen Stolz von ihrer Arbeit.
Eines konnten sie nicht voraussehen: ein dreiviertel Jahrhundert später
liess die neue Technologie der Mikroelektronik die Logarithmentafeln,
und damit auch ihre Arbeit, nutzlos werden.
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Anhang 1: Logarithmen

Der Logarithmus ist eine Zahl, die nur in Verbindung mit zwei weiteren
Zahlen eine Bedeutung hat: der Numerus und die Basis. Als Basis wird
meistens 10 gewählt, daher leitet sich auch die Bezeichnung Zehnerloga-
rithmen ab. Im Tafelwerk von Bauschinger und Peters ist die Basis eben-
falls 10 und wird deshalb hier nicht weiter genannt. Der Numerus ist die
Zahl, deren Logarithmus bestimmt werden soll

Der Logarithmus setzt sich zusammen aus der Kennziffer, das ist die
Ziffer links vom Komma, und der Mantisse mit ihren Ziffern rechts vom
Komma.
Die Grösse der Kennziffer ist davon abhängig zwischen welchen Zehner-
potenzen der Numerus liegt. Sie beträgt
-1 für Numeri gleich oder grösser 0,1 und kleiner als 1
0 1 10
1 10 100
2 100 1000

und so weiter.

Ein Beispiel:
log 2,81 = 0,4487
log 281  = 2,4487  (4487 ist die Mantisse)

Die Numeri und ihre Mantissen werden tabellarisch und damit übersicht-
lich in Logarithmentafeln zusammengefasst. Mit Ausnahme von sehr
frühen Tafeln sind die Numeri von oben nach unten angeordnet, ihre
letzten Ziffern stehen oben und unten waagerecht. Mit dieser Anodnung
erreicht man eine platzsparende zweidimensionale Aufteilung 

Der Vorteil von Logarithmen liegt darin, dass sie die Rechenarbeit
vereinfachen. Man mit ihrer Hilfe Multiplikationen oder Divisionen der
Numeri durch Additionen bzw. Subtraktionen ihrer Logarithmen ausfüh-
ren. Ebenso ist das Potenzieren der Numeri durch die Multiplikation der
Logarithmen ersetzbar. In Formeln kommen zuweilen Multiplikationen
oder Divisionen mit Winkelfunktionen vor. Es ist deshalb von Vorteil,
wenn man die Werte der Winkelfunktionen ebenfalls als Logarithmen
besitzt. 
Alle Rechenregeln mit Logarithmen lassen sich mit Hilfe der Potenzge-
setze begründen.
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Ein einfaches Rechenbeispiel für eine Multiplikation demonstriert den
Gebrauch der Logarithmen und einer Logarithmentafel: es soll
11 × 1,22  berechnet werden.

Bild 8: Rechenbeispiel  11 x 1,22
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In der Tafel finden wir neben dem Numerus 1100 die Ziffernfolge 04139
(führende Ziffern die sich über mehrere Mantissen hinweg nicht ändern
sind nur einmal angegeben). Da 11 zwischen 10 und 100 liegt ist die
Kennziffer eine 1.
log 11    = 1,04139

Neben dem Numerus 1220 finden wir die Ziffernfolge 08636. Da 1,22
zwischen 1 und 10 liegt ist die Kennziffer eine 0. 
log 1,22  = 0,08636

Nach dem Addieren der Logarithmen ergibt sich
1,04139 + 0,08636 = 1,12775

In der Tafel suchen wir die Ziffernfolge 12775 und finden dazu links und
oben die Ziffernfolgen 1342. Die Kennziffer ist 1, d.h. das Ergebnis
muss grösser als 10 sein, es lautet 11 × 1,22 = 13,42.

Ihrem Vorteil steht ein Nachteil der Logarithmen gegenüber: sie erlau-
ben eine nur beschränkte Genauigkeit im Ergebnis, die umso besser
wird, je mehr Stellen der Mantisse angegeben sind. Die Tafel des
Rechenbeispiels gibt fünfstellige Mantissen, Bauschinger und Peters
wollten wegen der höheren Anforderungen an die Genauigkeit eine acht-
stellige Tafel.

Anhang 2: Die Differenzenmethode

Das mathematische Verfahren der Differenzenmethode ermöglicht uns,
Funktionswerte eines Polynoms für aufeinander folgende Argumente mit
gleichen Abständen nur durch fortgesetzte Addition zu berechnen. Für
dieses Rechenverfahren und nur für dieses ist die Differenzenmaschine
von Hamann gebaut worden. Ein einfaches Rechenbeispiel soll die Me-
thode verdeutlichen.

Gegeben ist die Funktion  f(x) = x2 + 2x – 7
Für die Argumente  x = 0, 1, 2,... sollen die Funktionswerte f(x) mit Hilfe
der Differenzenmethode berechnet werden.
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Zunächst wird eine Tabelle erstellt. In der linken Spalte stehen
untereinander die Argumente  x = 0, 1, 2,…. Die Schrittweite für x ist
hier ∆x = 1.
In die nächste Spalte rechts daneben schreibt man einige errechnete
Funktionswerte  f(0) = -7,  f(1) = -4,  f(2) = 1  usw.

Als nächstes werden die ersten Differenzen berechnet und in die Spalte
D1 eingetragen. Sie errechnen sich aus einem Funktionswert minus dem
vorhergehenden, also  f(x + ∆x) – f(x).  In unserem Beispiel ergeben sich
die ersten Differenzen D1:  -4 – (-7) = 3  sowie  1 – (-4) = 5  und  8 – 1
= 7.

In der nächsten Spalte D2 werden die zweiten Differenzen eingetragen.
Sie errechnen sich wiederum aus dem Wert einer ersten Differenz minus
dem Wert der vorhergehenden ersten Differenz. Wir erhalten die zweiten
Differenzen D2 zu  5 – 3 = 2  und  7 – 5 = 2.   Die zweiten Differenzen
sind in diesem Beispiel konstant, die dritten und alle höheren
Differenzen haben den Wert null8.

x f(x) D1 D2

0 -7
3

1 -4 2
5

2 1 2
7

3 8 2
9

4 17

Man kann nun das Schema zur Beschriftung der Tafel umkehren und alle
folgenden Funktionswerte mit fortgesetzten Additionen bestimmen:

8 Die höchste Potenz von x bestimmt den Grad des Polynoms. Dem Rechenbeispiel
liegt demnach ein Polynom zweiten Grades zu Grunde. Allgemein gilt, dass für ein
Polynom des Grades n die n-ten Differenzen konstant und alle höheren null sind.
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D2 = 2 addiert zu D1 = 5 ergibt D1 = 7
D1 = 7 addiert zu f(x) = 1 ergibt f(x) = 8
D2 = 2 addiert zu D1 = 7 ergibt D1 = 9
D1 = 9 addiert zu f(x) = 8 ergibt f(x) = 17
und so fort.

Dieses Beispiel wird weiter vorn bei den Rechnungen mit der Maschine
weitergeführt.

Es gibt noch ein weiteres ähnliches Verfahren, mit dessen Hilfe man
neue Funktionswerte zwischen zwei vorgegebene Funktionswerte ein-
fügen kann. Man nennt diesen Vorgang interpolieren. Bauschinger und
Peters greifen bei der Berechnung ihrer Tafeln darauf zurück und ver-
weisen auf einen Abschnitt in der Encyklopädie der Mathematischen
Wissenschaften von 1900, der in Anhang 4 wiedergegeben ist. Darin
werden auch zwei Rechenbeispiele gegeben.
Vereinfacht ausgedrückt lassen sich aus den bekannten ersten, zweiten
und höheren Differenzen D1, D2, D3… neue erste, zweite und höhere
Differenzen d1, d2, d3… berechnen. Mit Hilfe dieser neuen Differenzen
d1, d2, d3… kann man nun auf die gleiche Weise wie bereits oben be-
schrieben neue Funktionswerte mit konstanter Schrittweite zwischen
zwei bereits vorhandene einfügen.

In der Tafel von Bauschinger und Peters sind zwei unterschiedliche In-
terpolationen notwendig: einmal eine Interpolation mit neun Zwischen-
werten für die Logarithmen der Zahlen sowie eine Interpolation mit fünf-
unddreissig Zwischenwerten für die Logarithmen der Winkelfunktionen.
Mit den Parametern  r = 4  und  m = 10  bzw.  m = 36 zu den Ab-
leitungen in Anhang 4, S. 814 errechnen sich die Differenzen 

für die 9-teilige Interpolation zu

(1) …+⋅= 201,02 Dd

(2) …+⋅−⋅= 2045,011,01 DDd

und für die 35-teilige Interpolation zu

(3) …+⋅= 2
36

12 2 Dd
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(4) …+⋅
⋅

−⋅= 2
362

351
36
11 2 DDd

Die drei Auslassungspunkte in den Gleichungen oben weisen darauf hin,
dass höhere Differenzen D3, D4 usw. mit ihren Koeffizienten ebenfalls
in die Werte von d1 und d2 eingehen, sofern sie nicht Null sind. Diese
Glieder sind hier jedoch nicht mit aufgeführt, weil die Differenzenma-
schine nur mit der ersten und der zweiten Differenz rechnet.

Logarithmische Funktionen oder Winkelfunktionen kann man auf
diesem Weg nicht berechnen, weil sie zu den transzendenten Funktionen
gehören. Wenn man es trotzdem macht treten Fehler in den Ergebnissen
auf. Sofern man allerdings diese Fehler unter Kontrolle hat und ab-
schätzen kann lassen sich auch Winkelfunktionen und Logarithmen mit
einem vorgegebenen tolerierbaren Fehler berechnen. Genau so sind Bau-
schinger und Peters bei der Erstellung ihrer Logarithmentafeln vorge-
gangen. Sie interpolieren kleine Intervalle und rechnen mit nur zwei Dif-
ferenzen, prüfen aber stets den Fehler, der mit Vernachlässigung der
dritten Differenz auftritt.

Solche Verfahren haben einen grossen Vorteil: die aufwendige Berech-
nung von einzelnen Funktionswerten wird auf fortgesetzte einfache
Additionen oder Subtraktionen reduziert. Der Nachteil besteht darin,
dass ein einmal gemachter Rechenfehler sich immer weiter fortsetzt. 
Die Einfachheit des Differenzenverfahrens mit seinen immer wieder-
kehrenden gleichen Abläufen legt nahe, hierfür eine besondere
Additionsmaschine zu bauen, die die Ergebnisse am besten auch gleich
ausdruckt. Diese Idee liegt allen Differenzenmaschinen zugrunde.

Anhang 3: Die Simulation der Differenzenmaschine

Das Nachrechnen von Intervallen aus den Logarithmentafeln unter den
ursprünglichen Bedingungen kann die Methode und vor allem den
Arbeitsaufwand weitaus besser vermitteln als jede Erklärung. Ich habe
daher eine Simulation der Differenzenmaschine von Hamann pro-
grammiert (Bild 9). Die Simulation läuft mit dem Player 6 von Macro-
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media Flash® und steht auf meiner Webseite zur Verfügung. Simu-
lationen unterliegen wie Programme einer Weiterentwicklung, weshalb
sich zukünftig Details der Grafik oder der Bedienung ändern können.

Die grafische Ausgestaltung der Simulation folgt weitgehend der ori-
ginalen Maschine. Aus Platzgründen sind die Kurbeln kleiner gezeichnet
als sie tatsächlich waren. Alle Bedienelemente werden durch Anklicken
mit der Maus betätigt. Es sind dies

I Einstellknöpfe für die erste Differenz
II Einstellknöpfe für den Funktionswert

III Druckwerk
IV Einstellknöpfe für die zweite Differenz

a Kurbel a
b Kurbel b
c Umschaltknopf für Addition / Subtraktion der zweiten Differenz
d Umschaltknopf für Addition / Subtraktion der ersten Differenz

Bild 9: Die Simulation der Differenzenmaschine



Die Differenzenmaschine von Hamann 29

Abgesehen von IV entsprechen alle Bezeichnungen der originalen Dar-
stellung in Bild 1. Die Bedienung der Simulation ergibt sich aus den
Rechenbeispielen im Haupttext.

Das Druckwerk III ist anders ausgeführt als am Original. An der Origi-
nalmaschine läuft der Papierstreifen horizontal von rechts nach links
heraus und wird nach einem Rechengang abgetrennt. Während des Aus-
drucks stehen die Zahlen auf ihm senkrecht, sie können also vor dem
Abtrennen nur von der rechten Seite her gelesen werden. Die original-
getreue Simulation eines solchen Ablaufs brächte hier eine unnötige
Erschwernis mit sich. Stattdessen läuft der virtuelle Papierstreifen in der
Simulation nach oben heraus, sodass die Ergebnisse sofort abgelesen
werden können. Der Rollbalken an der rechten Seite erlaubt die Sicht auf
den ganzen Ausdruck. Zudem können Teile des Papierstreifens oder der
vollständige Inhalt durch Markieren und Kopieren mit der Maus auf
einen Texteditor übertragen werden. Der Knopf 'clear' löscht den Inhalt
des Papierstreifens.
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Anhang 4: 
Herstellung mathematischer Tabellen (Originaltext)

Quelle: (Lit. 7), S. 812 – 815
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Bildnachweis

1 aus einem Angebotsprospekt der Firma Burroughs, um 1900.
Mit freundlicher Genehmigung Andreas De Man

2, 4, 6 aus Lit. 2
3 aus Lit. 12
5 aus Lit. 5

7, 8, 9 vom Verfasser erstellt
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