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Zusammenfassung: Veranlafit durch die rezeptartige Anleitung zum Berechnen von
Quadratwurzeln mit einer etwa 55-jdhrigen historischen Sprossenrad-Rechenma-
schine wird der mathematische Hintergrund des dabei angewendeten Toepler-Algo-
rithmus analysiert. Dabei wird von zwei Varianten zum schriftlichen Wurzelziehen
mit ,, Papier und Bleistift“ ausgegangen. Nach einer Zusammenstellung der wesentli-
chen Eigenheiten mechanischer Rechenmaschinen werden die mathematischen
Grundlagen zum Toepler-Algorithmus hergeleitet. Jede der drei Varianten zur Wur-
zelberechnung wird durch eine mathematisch begriindete Rechenanleitung beschrie-
ben und durch drei Zahlenbeispiele plausibel gemacht. Daraus werden auch die Un-
terschiede zwischen den drei Verfahren deutlich.
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1. Motivation

In meiner aktiven Berufszeit gehorte es von 1968 bis 2007 zu meinen Aufgaben, an der hiesigen TU
den Studenten der Elektrotechnik und zeitweise auch der Informatik Kenntnisse iiber die Datentech-
nik zu vermitteln. Nach gut einem Jahr im Ruhestand wurde Mitte 2008 durch eine Ausstellung im
Braunschweigischen Landesmuseum iiber die Industriegeschichte der ehemaligen Rechenmaschi-
nenfabrik Grimme, Natalis & Co. [1] mein unterschwelliges Interesse fiir diese mechanischen
Sprossenrad-Rechenmaschinen der vormals fithrenden Marke Brunsviga wieder geweckt. Nach dem
Besuch dieser Ausstellung gelang es mir Mitte August 2008, bei eBay eine gut erhaltene, vollstin-
dig funktionsfihige Brunsviga Rechenmaschine Modell 20 zu ersteigern, und im Internet fand ich
ein paar Tage spiter die Faksimileausgabe des Originalhandbuchs zu genau diesem Modell [2].
Nach der Seriennummer 252928 miiite diese Maschine Anfang der 1950-er Jahre gebaut worden,
d.h. heute etwa 55 Jahre alt sein.

Bereits damals hatte ich als interessierter Junge meine ersten Erfahrungen im Umgang mit dieser
Art von Sprossenrad-Rechenmaschinen. Mein GroB3vater brachte seinerzeit fiir hdusliche Arbeiten
ofter eine derartige Maschine von Walther mit nach Hause und leitete mich auch zu deren Benut-
zung an. Dadurch war ich mit den Moglichkeiten und Grenzen dieser ,,Vierspezies-Maschinen®
einigermallen vertraut. Als unser Uni-Institut vor ein paar Jahren eine derartige Maschine zur Aus-
stellung bekam, gelang es mir immer noch, meinen staunenden jiingeren Kollegen aus dem Stand
vorzufiihren, wie man damit umgeht. Um so verwunderter war ich, als ich in dem erwéhnten Hand-
buch der Brunsviga 20 [2] auf den Seiten 16/17 ein Verfahren zum Berechnen von Quadratwurzeln
fand. Schon an die arithmetische Reihe, die diesem Toepler-Verfahren zu Grunde liegt, konnte ich
mich nicht auf Anhieb erinnern. Danach ist die Summe der ersten n ungeraden Zahlen von 1 bis
2 n — 1 gleich n?, was mit der Gaulschen Summenformel fiir arithmetische Reihen leicht nachge-
wiesen werden kann.

Die Rechenanleitung in [2] erwies sich tatsdchlich als narrensicher, wie ich an etlichen Wurzelauf-
gaben erfolgreich nachvollziehen konnte. Spérlicher sah es dagegen mit einer Recherche zu diesem
Verfahren und seinen mathematischen Grundlagen im Internet aus. Zum Gliick haben wir jedoch in
der zweiten Hilfte der 1950-er Jahre in der Schule noch das schriftliche Wurzelziehen gelernt. Also
kramte ich in meinem Gedichtnis, wobei der betreffende Eintrag bei Wikipedia [3] durchaus hilf-
reich war, aber auch gewisse Unterschiede aufwies. Nachdem ich meine Erinnerung wiederaufgear-
beitet (Kapitel 2.3), die abweichenden Einzelheiten des in [3] beschriebenen Verfahrens durchdrun-
gen (Kapitel 2.4) und mir gewisse Eigenheiten mechanischer Rechenmaschinen wieder klargemacht
hatte (Kapitel 3), erkannte ich auch die Eleganz des Toepler-Verfahrens fiir diese Anwendung. Da-
mit ich nicht zu viele Details wieder vergesse, habe ich mich entschlossen, die mathematischen
Grundlagen des historischen Toepler-Verfahrens und deren Herleitung mit jeweils drei Zahlenbei-
spielen als eine Art ,,Reverse Engineering* in dieser technischen Notiz niederzulegen.
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2. Schriftliches Wurzelziehen
2.1. Unterteilung des Radikanden in Zweiergruppen

Das manuelle Wurzelziehen im Dezimalsystem

x=\/7=\/?, (1)

habe ich Mitte der 1950-er Jahre noch in der Schule gelernt. Bei diesem Verfahren, das der schriftli-

chen Division dhnelt, werden die Stellen des Radikanden r stellenweise abgearbeitet. Das ist mog-
lich, weil die Zahl 100 eine Quadratzahl ist, d.h.

/100 =10 bzw. allgemein V100 =+/10* =10". 2)

Dabei entspricht jede Dezimalstelle x; der Wurzel zwei Dezimalstellen im Radikanden r; 41 12, die
vom Dezimalkomma aus im ganzzahligen Teil (i > 0) nach links und im Bruchteil (i < 0) nach
rechts gezdhlt werden. Als Index fiir die einzelnen Ziffern wird zweckméBigerweise der Exponent i
des jeweiligen Stellenwertes 10" gewihlt. Damit haben die v Vorkommastellen eines Dezimalbruchs
(genau wie eine v-stellige ganze Zahl) die Indizes v—1 ... 0 und die w Nachkommastellen die Indizes
-1 ...-w.

[ [ [ _
\/ Py i Fapn eee BTy sV Uy Ty Fy W F oy Ty = X Xy Xy X s Xy Xy X, 3)

Fiir die stellenweise Berechnung der Wurzel ist der Radikand in diese Zweiergruppen (Hunderter-
gruppen) zu unterteilen, so wie es in Gleichung (3) durch ' markiert ist. Bei einem Radikanden mit
ungerader Stellenzahl im ganzzahligen Teil enthélt die vorderste Gruppe nur eine Ziffer bzw. ist (in
Gedanken) durch eine fithrende O zu erginzen, damit er eine gerade Stellenzahl erhilt. Ansonsten
gelten fiir die Nachkommastellen der Wurzel folgende Regeln:

e st der Radikand r eine ganzzahlige Quadratzahl mit 2 v oder 2 v — 1 Stellen, dann ist die Wurzel
x eine v-stellige ganze Zahl (keine Nachkommastellen w = u = 0).

e st der Radikand r eine gebrochene Quadratzahl mit 2 v oder 2 v — 1 Vorkommastellen und 2 u
Nachkommastellen, dann hat die Wurzel x genau v Vorkomma und w = u Nachkommastellen.

e [st der Radikand r keine Quadratzahl mit 2 v oder 2 v — 1 Vorkommastellen und keinen oder be-
liebig vielen Nachkommastellen, dann ist die Wurzel x eine irrationale Zahl mit unendlich vie-
len nichtperiodischen Nachkommastellen. Die Stellenzahl w gibt hier an, bis zu welcher Ge-
nauigkeit die Wurzel berechnet worden ist.

Zum stellenweisen Abarbeiten wird die aus dem Radikanden r zu berechnende Wurzel x (Gl. 1)
nach der ersten binomischen Formel in die beiden Summanden a und b zerlegt (Gl. 4), wonach der
Radikand r entsprechend (Gl. 5) geschrieben werden kann.

x=r = (1
x=a+b=\/(a+b)2=\/a2+2ab+b2 “4)
r=(a+b) =a*+2ab+b )
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2.2. Definitionen
Beschriankt man a auf O und Vielfache von 10 und b auf die Werte O ... 9, dann 148t sich durch Um-

stellen von Gleichung (5) aus dem Radikanden r und dem bereits gefundenen fithrenden Teil a der
Wurzel x deren nichste Stelle b bestimmen.

b= b =—-p* mit ' = ,,Divisionsrest* (6)

Die Auflosung dieser quadratischen Gleichung nach b fiihrt nicht zum Ziel, weil man dabei wieder
einen Wurzelausdruck bekommt. In etlichen Quellen wird mit der Stellenzuordnung der drei Varia-
blen recht genial umgegangen, und plotzlich werden unmotivierte Zehnerfaktoren eingefiihrt, um
alles zurechtzufummeln. Deshalb sollen hier ein paar Zwischenwerte eingefiihrt werden, deren Be-
deutung an den folgenden Zahlenbeispielen deutlich wird:

ddyiy) bzw. ddy; = ,, Teildividend®, rechtsbiindig bis zur letzten Stelle 2 i + 1 bzw. 2 i
dryi+1 bzw. dry; = (Divisions-) Rest, rechtsbiindig bis zur letzten Stelle 2 i + 1 bzw. 2 i

ry+1 bzw. ry; = Einzelstelle 2 i + 1 bzw. 2 i des Radikanden r (einstellig!)
a1 bzw. a; = Teilergebnis der Wurzel bis zur letzten Stelle i + 1 bzw. i
b; = zu berechnende nédchste Wurzelstelle x; (einstellig!)

Beim Quadrieren und Multiplizieren von Zahlen, deren letzte (rechte) Stelle nicht den Index i = 0
mit dem Stellenwert 10° = 1 hat, sondern den allgemeinen Index i > 0 mit dem Stellenwert 10°, sind
folgende Stellenregeln zu beachten:

Quadrat: a?=(a- 10")2 =a?-10% = a*;, d.h. hat g; den Stellenwert 10 i,
dann hat a? den Stellenwert 102’, . Notierung a?;
Produkt: ai-bi=a-10"-b-10'=a-b-10% = (a by

dann hat a b den Stellenwert 10 o Notierung (a b),; bzw.
a1 -bi=a-10"" - b-10"=a-b-10**" = (a by
dann hat a b den Stellenwert 10 %™, Notierung (a b)zi+1

Bei der schriftlichen Division zieht man zum Weiterrechnen mit der néchsten Stelle die néchste Zif-
fer aus dem Dividenden herunter und schreibt sie zum Bilden des neuen Teildividenden dd hinter
den bisherigen Divisionsrest dr. Das geht beim schriftlichen Wurzelziehen ganz dhnlich. Diese
,» Verkettung* (&) entspricht bezogen auf die jeweils letzte Stelle des betreffenden Zahlenwertes fol-
gender mathematischen Operation fiir die beiden Teilschritte a) und b) einer Zweiergruppe des Ra-
dikanden r

ddyiy1 =drin & ry =10 - dry + g . (7a)
ddyi =drq &y =10-dry + 1. (7b)

Damit kann aus Gleichung (6) folgende Rekursionsformel (fiir fallende i) abgeleitet werden

®)
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2.3.

Ziffern einer Gruppe nacheinander verarbeiten

Bevor Gleichung (8) jedoch als Rekursionsformel angewendet werden kann, muf3 der erste Wert
von a bestimmt werden. Mit dem Stellenindex i und seinem Anfangswert i,, = v — 1 fiihrt das zu fol-
genden Rechenregeln:

1.

Der Radikand r wird entsprechend Gleichung (3) in Zweiergruppen unterteilt.

2. Aus der fithrenden Gruppe von r wird der erste zweistellige Teildividend dd,, » = 2,1 12,2 (ggf.

mit fithrender 0) extrahiert, zu dem die grotmogliche Quadratzahl (12 ... 92) gesucht wird, die
dd»,_» nicht tiberschreitet. Deren Wurzel ist die erste Stelle des gesuchten Ergebnisses und fiir
i = v — 1 der Anfangswert von a; = a,_;. Zum Schlufl wird das Quadrat a? = a?; in richtiger
Stellenzuordnung von dd,, », d.h. rechtsbiindig subtrahiert, und damit der stellenrichtige Rest
dry; = ddo — a%y; gebildet.

. Zunichst wird der Stellenindex i in der Wurzel um 1 vermindert, um die nichste Stelle x; zu be-

rechnen. (Dadurch erhilt die zuvor berechnete Stelle von x bzw. a den Index i + 1.) Dann wird

die nédchste Stelle von r (linke Stelle r,;,; der ndchsten Zweiergruppe r»;) wie bei der schriftli-

chen Division heruntergezogen, um den Rest dr;;;, um eine Stelle nach rechts zum neuen Teil-
dividenden dd,;;; zu verlingern. Daraufthin wird die Rekursionsformel (Gl. 8) in zwei Unter-
schritten angewendet:

a) Im ersten Teilschritt wird dds;y; durch 2 a;,; dividiert und das ganzzahlige Ergebnis als neuer
Wert fiir b; angenommen. Dann wird 2 a;,; - b; rechtsbiindig von dd,;;; abgezogen und ergibt
den Divisionsrest draiy1 = ddaic1 — 2 ajyq - b

b) Im zweiten Teilschritt wird die nichste Stelle von r (rechte Stelle r,; derselben Zweiergrup-
pe) heruntergezogen, um den Rest dr,;;; um eine Stelle nach rechts zum neuen Teildividen-
den dd,; zu verlingern. Dann wird das angenommene b; quadriert, und diese quadratische
Ergénzung b? = b?%,; wird rechtsbiindig von dd,; abgezogen und ergibt den ,,Divisionsrest*
dryi = ddy; — b%;.

p) Priifung: Wird das Ergebnis negativ (dr,; < 0), dann ist b; zu grof}, und dieses Divisions-
ergebnis von Teilschritt a) mufl um 1 vermindert und damit der Rest von Teilschritt a) sowie
Teilschritt b) erneut ausgefiihrt werden. Das kann ggf. mehrmals erforderlich sein, bis der
Rest dry; = ddyi — b%; > 0 ist. Dabei diirfen jedoch keine weiteren Stellen des Radikanden r
herangezogen werden. (Das geht zumindest in Gedanken am besten mit Kreide und
Schwamm an der Wandtafel oder mit Bleistift und Radiergummi auf Papier.)

Sofern der Radikand noch nicht abgearbeitet ist oder bei einem irrationalen Ergebnis noch wei-

tere Nachkommastellen berechnet werden sollen (i > —w), wird Schritt 3 so oft wie erforderlich

wiederholt. Dabei kénnen aus dem Nachkommateil des Radikanden beliebig viele Nullen be-
nutzt werden, um weiterzurechnen. Das Dezimalkomma ist in der Wurzel x nach der Stelle xo zu
setzen, falls noch Nachkommastellen berechnet werden. Intern wird jedoch mit a; ohne Komma
weitergerechnet wie bei der schriftlichen Division. Wird der Divisionsrest dr; = 0, dann ist der

Radikand r eine Quadratzahl. Bei ganzzahligen Radikanden ist das der Rest dry = 0, bei gebro-

chenen Radikanden mit 2 u Nachkommastellen (i =—1 ... —2u) der Rest dr_y,,.

Bei diesem Verfahren dndert sich fiir jede Zweiergruppe des Radikanden der Wert a;,; in Vielfachen
von 10, weil 2 a;y; - b; rechtsbiindig zur linken Stelle r,;,; einer jeden Gruppe eingesetzt wird, die
gegeniiber der rechten Stelle r,; dieser Gruppe den 10-fachen Stellenwert hat.

Im Folgenden wird dieses Verfahren an drei Zahlenbeispielen demonstriert:
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2.3.1 Beispiel 1:  Radikand = dreistellige Quadratzahl x=+144 =12

. Rechenschr. x; i a; 1. rin Zweiergruppen unterteilen
r=144 V1 =1 1 1 2.  Wurzel aus der fithrenden Zifferngruppe,
-1 = a; = 1, a? = a%; = 12 abziehen

04 12 =2 0 3a) nichste Stelle von r, durch 2 a;;; =2 teilen,

- 4 =b;=2,b%=4

04 - 22 v 0 12 3b) nichste Stelle von r, b2 abziehen
- 4 3p) priifen: Rest > 0 = b; =2 stimmt v/

0 4. Rest =0 => rist Quadratzahl

Zeichenerkldrung (auch fiir die folgenden Beispiele): x; = Ziffern von x, i = Ziffernindex,
a; = bereits berechnete Ziffern von x (im nichsten Schritt a;,;), b; = nichste Ziffer von x.
Das Ergebnis steht an zwei Positionen: 1. senkrecht unter x; und 2. letzter Wert unter g; fiir i = 0.

2.3.2 Beispiel 2:  Radikand = fiinfstellige Quadratzahl X =+/65536 =256
s s Rechenschr. x; i a 1. rin Zweiergruppen unterteilen
r = 65536 J6 =2 2 2 2. Waurzel aus der fithrenden Zifferngruppe,
- 4 = q;, =2, a? = a%; = 4 abziehen
25 14 =6 1 3a) nichste Ziffer von r, durch 2 a;,; = 4 teilen,
- 24 —b=6
15 — 62 T 1 3b) néchste Ziffer von r, b abziehen
- 36 3p) priifen: Rest <0, = b =6 zu grof} +,
<0 Schritt verwerfen (streichen)
25 14 =5 1 3a) 2. Versuch, durch 2 a;;; = 4 teilen,
- 20 = b; =5 (um 1 kleiner)
55 - 52 v 1 25 3b) 2. Versuch, nichste St. von r, b2 abziehen
- 25 3p) priifen 2. Vers.: Rest > 0, = b; =5 stimmt v/
303 150 =6 0 3a) néchste St. von r, durch 2 a;;; = 50 teilen,
- 300 =b;=6
36 - 62 v 0 256 3b) nichste Stelle von r, b2 abziehen
- 36 3p) priifen: Rest >0 = b; = 6 stimmt v/
0 4. Rest =0 => rist Quadratzahl

Dieses manuelle Verfahren kann zwar einigermal3en sicher ausgefiihrt werden, aber die Berechnung
der zweiten Wurzelstelle x; (fiir i = 1) zeigt seinen entscheidenden Nachteil. Wenn die beiden Zif-
fern einer Zweiergruppe im Radikanden nacheinander behandelt werden (erst Division durch 2 a;;
und dann Subtraktion von b2 des dabei gefundenen Wertes b;, kann b; zu grof3 sein und muf} ver-
worfen werden (im obigen Rechenschema durchgestrichen). Dieser Nachteil tritt aber allenfalls bei
den ersten Ergebnisziffern auf, solange noch nicht a;,; >> b; geworden ist. Es konnen aber auch 3
Versuche notig sein, bis das richtige b; gefunden ist. »; = 10 kann nicht vorkommen, solange in den
vorherigen Stellen richtig gerechnet wurde, denn die 1 der 10 wire ein Ubertrag nach a;,;. Im fol-
genden Beispiel werden die vergeblichen Versuche nicht mehr explizit hingeschrieben, sondern nur
noch am Rande kommentiert.
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2.3.3 Beispiel 3: Radikand = keine Quadratzahl x= \/5 =1,7732050807568...
9 9 9 9 9 9 9 9 3 3 3 3 3 9 ReChenSChrltt Xi l a;
r = 3,00000000000000000000000000 NE) =1 0 1
-1
20 12 =7 -1 10 geht nicht, da
- 14 Ubertrag nach links.
60 -7? v -1 17 9 u. 8 noch zu grof3!
- 49
110 134 =3 -2
- 102
80 -32 v -2 173
- 9
710 : 346 =2 -3
- 692
180 -22 v -3 1732
- 4
1760 : 3464 =0 -4
- 0
17600 -2 v -4 17320
- 0
176000 : 34640 =5 =5
- 173200
28000 - 52 v =5 173205
- 25
279750 : 346410 =0 -6
- 0
2797500 -2 v -6 1732050
- 0
27975000 : 3464100 =8 =7
- 27712800
2622000 -8 v -7 17320508
- 64
26219360 : 34641016 =0 -8
- 0
262193600 -2 v -8 173205080
- 0
2621936000 : 346410160 =7 -9
- 2424871120
1970648800 =77 v -9 1732050807
- 49
19706487510 13464101614 =5 -10
- 17320508070
23859794400 - 52 v -10 17320508075
- 25
238597943750 : 34641016150 =6 -11
- 207846096900
307518468500 - 62 v -11 173205080756
- 36
3075184684640 : 346410161512 =8 -12
- 2771281292096
3039033925440 -8 v -12 1732050807568
- 64

3039033925376
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Dabei ist bedenken, daf} nach den in der Mathematik iiblichen Rundungsregeln die letzte berechnete
Stelle (x; = x_,,) nicht nur 8, sondern auch 9 sein kann, sofern die ndchste nicht mehr berechnete
Stelle x_,,_; > 5 ist. In dem obigen Zahlenbeispiel ist die Stelle x_j3 = 8. Damit muf} entweder aufge-
rundet werden auf x = 1,732050807569 oder es darf nur x = 1,73205080757 angegeben werden,
wenn x_j, die letzte berechnete Stelle, d.h. x_;3 unbekannt ist.

Selbstverstindlich hat ein solches Rechenverfahren heutzutage nur noch theoretische Bedeutung,
denn im Zeitalter der PCs und Taschenrechner wird kaum jemand eine Wurzel auf so viele Stellen
schriftlich berechnen. Andererseits ist die Kenntnis solcher Verfahren aber oft erforderlich, um zu
verstehen, wie derartige Aufgaben in einer Rechenmaschine oder einem Computer bearbeitet wer-
den. Seitdem solche Rechenroutinen jedoch nicht mehr in Software, sondern in mathematischen
(Co-) Prozessoren, d.h. innerhalb von Siliziumchips ablaufen, wird die Anzahl von Entwicklungsin-
genieuren, die damit noch umzugehen wissen, immer geringer.

2.4. Ziffern einer Gruppe gleichzeitig verarbeiten

In dem ersten Verfahren zum schriftlichem Wurzelziehen, das in [2] angegeben ist, werden die bei-
den Ziffern von jeder Zweiergruppe des Radikanden gleichzeitig verarbeitet. Auch dafiir wird die
erste binomische Formel entsprechend Gleichung (5) verwendet und entsprechend Gleichung (8) ge-
rechnet. Der entscheidende Unterschied ist jedoch, dall die Schritte 3a) und 3b) aus dem vorigen
Verfahren zu einem Schritt 3. zusammengefalit werden, d.h. die Werte 2 ab und H? werden nicht
mehr in zwei Teilschritten nacheinander, sondern gleichzeitig als Summe 2 ab + b? in einem Re-
chenschritt abgezogen. Bei der Erweiterung des ,,Divisionsrestes* dr um jeweils 2 Ziffern, ist je-
doch zu bedenken, dafl auch hier das Teilprodukt 2 ab gegeniiber b den 10-fachen Stellenwert hat.
Am deutlichsten wird das, indem man die Gleichungen (5), (7a/b) und die Rekursionsformel (8)
entsprechend umschreibt zu (9) bis (11), wobei die beiden Teilschritte aus (7a) und (7b) zu einem
Schritt in (10) zusammengefal3t werden

r=(10a+b) =100a* +20ab + b 9)

dd,, =dry,, & r,, &, =100-dr,,,, +10-1,,,, + 1, (10)

b =&—bf (11)
20ai+1

Bevor jedoch Gleichung (11) jedoch als Rekursionsformel angewendet werden kann, muf} der erste
Wert von a bestimmt werden. Mit dem Stellenindex i und seinem Anfangswert i,, = v — 1 fiihrt das
zu folgenden Rechenregeln, die sich nur im Schritt 3 von dem vorigen Verfahren unterscheiden:

1. Der Radikand r wird entsprechend Gleichung (3) in Zweiergruppen unterteilt.

2. Aus der fithrenden Gruppe von r wird der erste zweistellige Teildividend dd,,» = r2,-1 12,2 (ggf.
mit fithrender 0) extrahiert, zu dem die groBtmogliche Quadratzahl (12 ... 9?) gesucht wird, die
dd,,» nicht tiberschreitet. Deren Wurzel ist die erste Stelle des gesuchten Ergebnisses und fiir
i =v — 1 der Anfangswert von a; = a,_;. Zum Schlufl wird das Quadrat a? = a?; in richtiger
Stellenzuordnung von dd»,_», d.h. rechtsbiindig subtrahiert, und damit der stellenrichtige Rest
d?‘zl‘ = ddgi - a22i gebildet.

3. Zunichst wird der Stellenindex i in der Wurzel um 1 vermindert, um die nichste Stelle x; zu be-
rechnen. (Dadurch erhilt die zuvor berechnete Stelle von x bzw. a den Index i + 1.) Dann wer-
den die nichsten beiden Stellen von 7 (linke Stelle r,;,; und rechte Stelle r»; der ndchsten Zwei-
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ergruppe gemeinsam) dhnlich der schriftlichen Division heruntergezogen, um den Rest dr;;,» um
zwei Stellen nach rechts zum neuen Teildividenden dd,; zu verldngern. Darauthin wird die Re-
kursionsformel (Gl. 11) in einem Schritt angewendet:

Zunachst wird dd,; durch 20 a;;; dividiert und das ganzzahlige Ergebnis als neuer Wert fiir b;
angenommen. Dann wird 20 a;;; - b; + b? addiert um es gemeinsam rechtsbiindig von dd,; abzu-
ziehen. Ist 20 a;y1 - b; + b2 > dd»; , d.h. wiirde der Rest dry; = ddb; — (20 aiy1 - b; + b?) < 0, dann
ist b; zu grofl und muf} so lange um 1 vermindert werden, bis 20 a;;; - b; + b? < dd,; wird. Damit
wird der Divisionsrest dry; = dda; — (20 ajy - b; + b?) gebildet, der dann > 0 ist.

4. Sofern der Radikand noch nicht abgearbeitet ist oder bei einem irrationalen Ergebnis noch wei-
tere Nachkommastellen berechnet werden sollen (i > —w), wird Schritt 3 so oft wie erforderlich
wiederholt. Dabei konnen aus dem Nachkommateil des Radikanden beliebig viele Nullen be-
nutzt werden, um weiterzurechnen. Das Dezimalkomma ist in der Wurzel x nach der Stelle xo zu
setzen, falls noch Nachkommastellen berechnet werden. Intern wird jedoch mit a; ohne Komma
weitergerechnet wie bei der schriftlichen Division. Wird der Divisionsrest dr; = 0, dann ist der
Radikand r eine Quadratzahl. Bei ganzzahligen Radikanden ist das der Rest dry = 0, bei gebro-
chenen Radikanden mit 2 # Nachkommastellen (i =—1 ... —2u) der Rest dr_y,.

Selbstverstindlich werden bei diesem Verfahren dieselben Rechenoperationen ausgefiihrt wie bei
dem vorigen, nur anders zu Schritten zusammengefalt. Zum schriftlichen Rechnen mit Papier und
Bleistift sind eventuell Nebenrechnungen zum Erfassen der quadratischen Erginzung erforderlich.
Zum maschinellen Rechnen hat dieses Verfahren jedoch Vorteile, wie wir noch sehen werden, weil
b; in einem Schritt vollstindig erfalt und gepriift wird und keine vorausgegangenen Schritte verwor-
fen werden miissen.

Im Folgenden wird auch dieses Verfahren an denselben drei Zahlenbeispielen demonstriert wie das
vorige Verfahren:

2.4.1 Beispiel 1:  Radikand = dreistellige Quadratzahl x=+144 =12
. Rechenschr. x; i a; 1. rin Zweiergruppen unterteilen
r=144 \/I =1 1 1 2. Wurzel aus der fithrenden Zifferngruppe,
-1 = q;, =1, a? = a%; = 12 abziehen
044 : 20 =2 0 3. n. 2 Stellen von r, durch 20 a;,; = 20 teilen,
- 44 —44 = b; =2, 20 a;.1-b; + b? = 44 abziehen
0 —22 v 0 12 4. Rest dry = 0= rist Quadratzahl

Zeichenerkldrung (auch fiir die folgenden Beispiele): x; = Ziffern von x, i = Ziffernindex,
a; = bereits berechnete Ziffern von x (im nichsten Schritt a;,;), b; = nichste Ziffer von x.
Das Ergebnis steht an zwei Positionen: 1. senkrecht unter x; und 2. letzter Wert unter g; fiir i = 0.
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2.4.2 Beispiel 2:  Radikand = fiinfstellige Quadratzahl X =+/65536 =256

s s s Rechenschr. x; i a 1. rin Zweiergruppen unterteilen
r = 65536 J6 =2 2 2 2. Waurzel aus der fithrenden Zifferngruppe,
- 4 = q;, =2, a? = a%; = 4 abziehen

255 140 =6 1 3. n.2 Stellen von r, durch 20 a;;.; = 40 teilen,
Q—bl‘%é, 20 (Zi+1'b,‘ + b,‘z =276 > 255, daher

— 225 - 225 1 25 = b; =5, 20 a;41-b; + b2 =225 abziehen

3036 : 500 0 3. n.2 St.von r, durch 20 a;,; = 500 teilen,

3036 —-3036 =5 256 = b;=6,20 ai1-b; + b? = 3036 abziehen

0 - 52 0 25 4. Rest dry =0 = rist Quadratzahl

Im folgenden Beispiel werden die vergeblichen Versuche nicht mehr explizit hingeschrieben, son-
dern nur noch am Rande kommentiert.

2.4.3 Beispiel 3: Radikand = keine Quadratzahl x= \/5 =1,7732050807568...
s 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 » » Rechenschritt X; i a;
r = 3,00000000000000000000000000 /3 =1 0
-1 —12 1
200 : 20 =7 -1 10 geht nicht,
- 189 - 207+ 7% 17 9 u. 8 noch zu grof!
1100 : 340 =3 2
- 1029 —(340-3 + 3?) 173
7100 : 3460 =2 3
- 6924 —(3460-2 + 2?) 1732
17600 : 34640 =0 4
- 0 -0 17320
1760000 : 346400 =5 -5
- 1732025 —(20-a;41-5 + 5?) 173205
2797500 : 3464100 =0 -6
- 0 -0 1732050
279750000 : 34641000 =8 -7
- 277128064 —(20-a;41-8 + 82) 17320508
262193600 : 346410160 =0 -8
- 0 -0 173205080
26219360000 : 3464101600 =7 -9
- 24248711249 —(20-a;41-7 + 7?) 1732050807
197064875100 : 34641016140 =5 -10
- 173205080725 —(20-a;41-5 + 5?) 17320508075
2385979437500 : 346410161500 =6 -11
- 2078460969036 —(20-a;41-6 + 62) 173205080756
30751846846400 : 3464101615120 =8 -12
- 27712812921024 —(20-a;41-8 + 82) 1732050807568

3039033925376
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Dabei ist anzumerken, dal nach den in der Mathematik iiblichen Rundungsregeln die letzte berech-
nete Stelle (x; = x_,,) nicht nur 8, sondern auch 9 sein kann, sofern die nichste nicht mehr berechnete
Stelle x_,,_; > 5 ist. In dem obigen Zahlenbeispiel ist die Stelle x_j3 = 8. Damit muf} entweder aufge-
rundet werden auf x = 1,732050807569 oder es darf nur x = 1,73205080757 angegeben werden,
wenn x_j, die letzte berechnete Stelle, d.h. x_;3 unbekannt ist.

Selbstverstindlich hat auch dieses Rechenverfahren heutzutage nur noch theoretische Bedeutung,
denn im Zeitalter der PCs und Taschenrechner wird kaum jemand eine Wurzel auf so viele Stellen
schriftlich berechnen. Bei hoheren Stellenzahlen diirfte der Ausdruck 20-a;,; - b; + b? jedoch nicht
mehr im Kopf ermittelt werden konnen, sondern eine Nebenrechnung erfordern. Deshalb ist die ge-
meinsame Verarbeitung beider Stellen einer Zweiergruppe aus dem Radikanden r zum schriftlichen
Rechnen mit Papier und Bleistift nicht so gut geeignet wie das vorige Verfahren, bei dem die beiden
Stellen nacheinander bestimmt werden, selbst wenn dabei ein vorlidufiges Ergebnis anschlieBend
verworfen werden muf}. Trotzdem ist die Kenntnis solcher Verfahren aber oft erforderlich, um zu
verstehen, wie derartige Aufgaben in einer Rechenmaschine, z.B. beim Toepler-Verfahren, oder in
einem Computer bearbeitet werden. Seitdem solche Rechenroutinen jedoch nicht mehr in Software,
sondern in mathematischen (Co-) Prozessoren, d.h. innerhalb von Siliziumchips ablaufen, wird die
Anzahl von Entwicklungsingenieuren, die damit noch umzugehen wissen, immer geringer.

3. Eigenheiten mechanischer Rechenmaschinen

Die folgenden Betrachtungen werden auf Sprossenrad-Rechenmachinen beschrinkt, fiir die das
Toepler-Verfahren urspriinglich entwickelt wurde, wenngleich spiter auch ein spezieller Wurzel-
automat [4, 5] auf diesem Algorithmus basierte. Soweit erforderlich, werden Einzelheiten am Bei-
spiel der eigenen Brunsviga 20 beschrieben. Zum besseren Verstindnis dient das zugehorige Bild 1
aus der Faksimileausgabe des Originalhandbuchs [2].

Innerhalb einer Sprossenrad-Rechenmaschine konnen Zahlen in drei sog. Werken dargestellt, ge-

speichert und verarbeitet werden. Dies sind

1. das Einstellwerk (E) mit den Sprossenrddern auf der gemeinsamen Kurbel (14) und dem zuge-
horigen Anzeigewerk (A),

2. das Resultatwerk (R), das in einem stellenweise verschiebbaren Schlitten angeordnet ist, und

3. das Zihlwerk (Z), das sich hier oberhalb des Anzeigewerkes befindet, bei dlteren Maschinen
aber auch links vom Resultatwerk in dem gemeinsamen Schlitten.

Anders als in der Mathematik {iblich und zweckmaBig, sind die Stellen der drei Werke von rechts

nach links nicht von 0 bis v — 1, sondern von 1 bis v numeriert. Bei der Brunsviga 20 hat das Ein-

stellwerk 12 Stellen (+ 3 Blindrider zum Weiterschalten des Ubertrags nach links), das Resultat-

werk 20 Stellen (daher der Modellname 20) und das Zdhlwerk 11 Stellen.

Obwohl man mit einer solchen sog. Vierspezies-Maschine alle vier Grundrechenarten recht schnell
ausfithren kann, werden Multiplikation und Division durch geschicktes Wiederholen einer der er-
sten beiden Grundrechenarten (Addition bzw. Subtraktion) bewiltigt. Wéhrend ein Mensch beim
schriftlichen Multiplizieren und Dividieren seine Kenntnis des kleinen Einmaleins mit Erfolg ver-
wendet, enthdlt bzw. nutzt die Maschine keine derartige Multiplikationstabelle. Stattdessen kann
mit jeder Rechtsdrehung (+Drehung) der Kurbel (14) die Zahl im Einstellwerk (E) zur Zahl im Re-
sultatwerk (R) addiert werden und mit jeder Linksdrehung (—Drehung) von der Zahl im Resultat-
werk subtrahiert werden. Dabei werden die Kurbelumdrehungen im Zihlwerk (Z) entsprechend der
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Drehrichtung positiv bzw. negativ mitgezahlt. Steht der Schlitten in Grundstellung (Stelle 1 von (R)
im Deckenausschnitt 4 und Zeiger 5 von (Z) auf Stelle 1), dann geschieht das in allen drei Werken
rechtsbiindig. Bei mehreren Kurbelumdrehungen mit derselben Zahl oder mit verschiedenen Zahlen
in (E) wird also in (R) akkumulativ addiert bzw. subtrahiert. Obwohl Reihenfolge der Summanden
mathematisch vertauscht werden kann, ist dies rechentechnisch nicht méglich, wie die zweite Zeile
zur Addition zeigt.

Addition (+)": 1. Summand (R) + 2. Summand (E) = Summe (R) bzw.
Augend (R) + Addend (E) = Summe (R)
Zahl der Posten (Z)
Subtraktion (-)>  Minuend (R)> - Subtrahend (E) = Differenz (R)
Zahl der Posten (Z)°

Multiplikation (+)1: Multiplikand (E) x Multiplikator (Z) = Produkt (R)

Division (-)* Dividend (R)? - Divisor (E) = Quotient (Z)°
Divisionsrest (R)

Anmerkungen:

! +Drehung = Vorwirts- bzw. Rechtsdrehung der Kurbel (Addition)

2 —Drehung = Riickwirts- bzw. Linksdrehung der Kurbel (Subtraktion)

> Vor Beginn des Rechnens (R) iiber (E) mit einer +Drehung laden und dann (Z) 16schen. Bei der
Brunsviga 20 legt dann die erste Kurbelumdrehung automatisch fest, ob diese und die folgenden
+Drehungen- oder die —Drehungen positiv gezéihlt werden (Anzeige dieser —Drehungen in rot).

e Negative Werte in (R) bzw. (Z) werden als Zehnerkomplement angezeigt, z.B. -2 als 99....998.

e Bei Maschinen mit ,,Riickiibertragung® wie der Brunsviga 20 kann ein solches Zehnerkomple-
ment aus dem Resultatwerk (R) in das Einstellwerk (E) tibertragen und dann mit einer —Drehung
von 0 subtrahiert werden, um dessen Betrag in (R) anzuzeigen.

e Beim Auftreten eines Uberlaufs (Bereichsiiberschreitung) bzw. Unterlaufs (Bereichsunterschrei-
tung) in (R) ertont eine Warnglocke.

Multiplikation: Um den Multiplikator wie beim schriftlichen Multiplizieren stellenweise abarbei-
ten zu konnen, 146t sich der Schlitten mit dem Resultatwerk (R) und das Zdhlwerk (Z) gegeniiber
dem Einstellwerk (E) stellenweise verschieben. Dadurch wird der Multiplikand (E) mit jeder +Dre-
hung der Kurbel rechtsbiindig zur aktuellen Stelle von (R) zu den dort bereits akkumulierten Teil-
produkten addiert. Dabei werden die Kurbelumdrehungen in der entsprechenden Stelle von (Z) (mit
Ubertriigen nach links) gezihlt. Deshalb war (Z) bei ilteren Maschinen von Brunsviga und anderen
Herstellern urspriinglich links von (R) ebenfalls im Schlitten angeordnet. Erst seit der Brunsviga
Nova befindet sich (Z) oberhalb des Anzeigewerkes (A), wo die Schlittenstellung und der dadurch
bewirkte Eingriff in (Z) durch einen Stellenzeiger (5 in Bild 1) markiert wird. Somit sind bei der
Geradeaus-Multiplikation maximal 9 Kurbelumdrehungen pro Multiplikatorstelle erforderlich. Das
Verfahren kann jedoch bei grolen Werte in einzelnen Multiplikatorstellen abgekiirzt werden, indem
in der ndchsthoheren Stelle einmal mehr addiert und in der aktuellen Stelle passend oft subtrahiert
wird, z.B. (R) =19 x (E) =20 x (E) — 1 x (E) oder (R) =99 x (E) = 100 x (E) — 1 x (E). Wie auch
immer der Muliplikator in (Z) mit dem Multiplikanden in (E) zusammengekurbelt worden ist, wird
in (R) das zugehorige Produkt stehen. Weitere Hinweise sind in [2] angegeben.
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Division: Fiir die Division kénnen, besonders im Zusammenhang mit anderen Berechnungen, ver-
schiedene Verfahren am giinstigsten sein [2]. Hier soll jedoch nur die Variante betrachtet werden,
die der schriftlichen Division entspricht und auch dem Toepler-Verfahren zugrundeliegt. Nachdem
der Dividend nach (R) iibertragen worden ist, wird der Divisor in (E) eingestellt und (Z) geloscht.
Dann wird der Schlitten so weit nach rechts verschoben, daf3 (E) von (R) im ersten Schritt ohne
Unterlauf abgezogen werden kann. In dieser Stellung fiihrt man zur schrittweisen Subtraktion so
viele —Drehungen aus, bis die Warnglocke einen Unterlauf meldet. Dann wird der letzte Schritt
durch eine +Drehung riickgingig gemacht, wobei die Warnglocke erneut anschldgt. Danach wird
der Schlitten um eine Stelle nach links verschoben, was (wie bei der schriftlichen Division) einer
Rechtsverschiebung des Divisors in (E) gegeniiber dem Dividenden in (R) entspricht. Dann folgen
wiederum —Drehungen bis zum Glockenton und eine +Drehung, um die zuviel durchgefiihrte Sub-
traktion wieder aufzuheben. Sofern nur der ganzzahlige Teil des Dividenden verarbeitet wird, steht
am Schuf} der Rechnung der ganzzahlige Teil des Quotienten in (Z) und der Divisionsrest in (R).
Ansonsten gelten dieselben Kommaregeln wie bei der schriftlichen Division, die ebenfalls in [2]
angegeben sind.

4. Waurzelalgorithmus nach Toepler
4.1. Rechenanleitung zum Quadratwurzelziehen [2]

Im Originalhandbuch zur Brunsviga 20 (Faksimileausgabe [2]) ist in zwei Spalten auf Seite 16 — 17
rezeptartig folgende Rechenanleitung zum Quadratwurzelziehen angegeben:

[Anfang des Zitats aus 2]

Quadratwurzelziehen

Beispiel: 590,49 =243

Zum Radizieren auf der Rechenmaschine wird — nach Tépler — eine arithmetische
Reihe benutzt. Es gilt: Die Summe der ersten n ungeraden Zahlen ist immer = n?
dh. 1+3 =22=4

1+3+5 =32=9

1+3+5+7 =42=16usw.
Indem von der Quadratzahl also nacheinander die ungeraden Zahlen abgezogen wer-
den, |aBt sich das Radizieren auf eine Subtraktionsaufgabe zurtckfihren.

Ausfuhrung: Radikanden einstellen. Schlitten ganz nach rechts und eine +Drehung
ausfihren. Den nunmehr im R-Werk stehenden Radikanden vom Komma aus nach
links und rechts in Gruppen von je 2 Ziffern einteilen. dann Uber der ersten Gruppe
(der 5) eine 1 einstellen und durch —Drehung abziehen. Eingestellte 1 in 3 umstellen
und gleichfalls subtrahieren. Da sich eine 5 nicht mehr abziehen |aBt, ist die erste
Wurzelziffer im Z-Werk gefunden (rote 2). Jetzt im E-Werk die eingestellte 3 um eine
1 auf 4 (= das Doppelte der Wurzelziffer im Z-Werk) erhdhen, Schlitten um eine Stelle
nach links verschieben und im E-Werk rechts neben der 4 wiederum eine 1, dann eine
3, 5 usw. einstellen und jeweils durch —Drehung abziehen. Im Z-Werk erscheint als
nachste Wurzelziffer eine 4. Im E-Werk stehende 47 in doppelte Wurzelziffer, also 48,
umstellen, Schlitten erneut verschieben und neben der 48 wieder eine 1 usw. einstel-
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len. Es werden solange —Drehungen ausgefuhrt, bis im R-Werk der kleinstmégliche
Rest oder Null erscheint. Im Z-Werk steht dann das Ergebnis in roten Zahlen.

Kommaregel: Anzahl der Zweier-Gruppen links vom Komma im Radikanden = Anzahl
der Wurzelstellen vor dem Komma der Wurzel im Z-Werk.

[Ende des Zitats]

Anmerkungen: Fiir den unbedarften Benutzer wire in dem o.a. Rezept zwischen dem zweiten und
dritten Satz ein Hinweis hilfreich, dafl nach dem Laden des Radikanden in das R-Werk mit einer
+Drehung und vor der ersten —Drehung das Z-Werk geldscht werden muf3. Das Wissen dariiber wird
offenbar bei einem routinierten Benutzer vorausgesetzt oder ist einfach vergessen worden, denn in
der Anleitung zur Division steht an dieser Stelle ,,E-Werk und Z-Werk I6schen.*“ Andernfalls
werden die —Drehungen der schrittweisen Subtraktion zum Dividieren weder positiv gezédhlt noch
rot angezeigt. Ansonsten funktioniert das Wurzelziehen nach dieser Anleitung jedoch einwandfrei.

4.2. Arithmetische Reihe fiir n2

Der Algorithmus, mit dem auf einer mechanischen Vierspezies-Rechenmaschine die Quadratwurzel
berechnet werden kann, geht auf den Dresdener Physikprofessor August Toepler (1836 — 1912) zu-
riick. Die o.a. Rechenvorschrift beruht auf der wenig bekannten, aber leicht nachzuvollziehenden
arithmetischen Reihe der ungeraden Zahlen von 1 bis n, deren Summe gleich n? ist.

n*=>2k—-1=1+3+5+..4+2n-3+2n-1 (12)

k=1

-(1+2n—1)=%-2n=n2 g.e.d. (12a)

n
2

Damit kann eine Quadratwurzel x =\/7 (mit r = Radikand und x = gesuchte Wurzel) durch
schrittweise Subtraktion aller ungeraden Zahlen vom Radikanden r -1 -3 -5—-... —(2n - 1) ge-
funden werden, wobei die Subtraktionsschritte k mitzuzédhlen sind, solange der Rest

Fr=r-1-3-5—...—Qk-1) entsprechend (13)
F=r_k? (13a)

nicht kleiner als 0 wird. Der letzte Wert von k = n ist der ganzzahlige Wert der Wurzel x und ' der
zugehorige Rest. Wird r' = 0 erreicht, ist r eine Quadratzahl und damit x = n (linkes Beispiel 1 im
folgenden Kapitel). Dafiir sind jedoch n Subtraktionsschritte erforderlich, die bei groBeren Radikan-
den im Zeitalter der mechanischen Rechenmaschinen zu zeitaufwendig war. Da im Dezimalsystem
100 eine Quadratzahl ist (Gl. 2), kann die Wurzel x, wie in der zitierten Anleitung angegeben, ent-
sprechend (Gl. 3) mit weniger Rechenschritten Stelle fiir Stelle berechnet werden, nachdem der Ra-
dikand vom Dezimalkomma ausgehend in Zweiergruppen unterteilt worden ist.

[ [ [ _
\/ Py i Fapn oee BTy sV Uy Ty Fy o F oy Fgy = X Xy oy X s Xy Xy X, 3)
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4.3. Mathematischer Hintergrund dieses Verfahrens

Zum Verstindnis des Toepler-Verfahrens konnen die Rechenregeln zum gleichzeitigen Verarbeiten
beider Ziffern einer Zweiergruppe aus dem Radikanden r entsprechend Kapitel 2.4. nach Gleichun-
gen (9) bis (11) unmittelbar verwendet werden.

r=(10a+b) =100a* +20ab + b 9)

dd,, =dry,, &y, &1y, =100-dry, , +10- 15, + 1, (10)

b :&_biz (11)
20ai+1

Da mit einer mechanischen Rechenmaschine eine Division als sukzessive (schrittweise) Subtraktion
ausgefithrt wird, kann sie einfach zum Toepler-Verfahren erweitert werden. Dafiir wird statt eines
konstanten Divisors do in jedem Subtraktionsschritt £ zusétzlich zum Divisor 20 a;4; die k-te unge-
rade Zahl, d.h. 20 a;;; + 2 (k — 1) abgezogen. Nach n bzw. b; Schritten sind damit vom Teildividen-
den dd,; insgesamt 20 - a;; - b; + b? subtrahiert worden, d.h. zusitzlich zum Divisor 20 - a;;; aus der
Rekursionsformel (11) auch die quadratische Ergédnzung b2, wie aus der folgenden Gegeniiberstel-
lung ersichtlich ist. Jeder Rechenschritt besteht somit aus dem Erhdhen der letzten Stelle in (E), ggf.
mit einem Ubertrag in die niichsthohere Stelle, und einer —Drehung. Tritt ein Unterlauf auf (Divisi-
onsrest drj < 0), ist die letzte —Drehung durch eine +Drehung riickgingig zu machen. Gibt es schon
bei der ersten —Drehung einen Unterlauf, so ist auch sie durch eine +Drehung riickgingig zu ma-
chen, und in diesem Fall ist k = 0 Die Ordnungszahl k = n = b; des letzten Schrittes mit nicht negati-
vem Divisionsrest dr; > 0 ist die gesuchte nichste Dezimalstelle x; der zu berechnenden Wurzel x.

Tabelle 4.3.1 Gegeniiberstellung von Division und Toepler-Verfahren

Rechenschritt Dividieren Radizieren (Toepler) Zwischenergebnis
Teildividend dd; dd; = ddy; (Divisionsrest)
Subtraktionsschritt 1 —do -20aiq1 + 1) =drj=0
Subtraktionsschritt 2 —do - 20 a1 +3) =drj=0
Subtraktionsschritt & —do -20aj1 +2(k-1)) =drj=0
r________; ________________ B -
I Subtraktionsschritt n —do -20ai 1 +2(n-1)) =dr; >0 (Ergebnis fiir n) J
Subtraktionsschrittn + 1 |- do - (20aj1 +2n) =drj < 0 (riickgingig)
s e e 1
| Divisionsrest =dd;—n - do =dd, - (20 ‘A, on+Y 2k- 1) mit b; =n |
. t k=1
L dr;bzw. drs; I
I nach n Schritten = dd,, - (20 @, b+ biz) I
S d

Das fiihrt bei Verwendung einer mechanischen Rechenmaschine zu folgendem gegeniiber Kapitel
2.4 leicht modifizierten Verfahren:
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1. Der Radikand r wird moglichst weit links in das Resultatwerk (R) geladen und entsprechend
Gleichung (3) in Zweiergruppen unterteilt. (E) und (Z) werden geloscht.

2. Von der fithrenden Gruppe des Radikanden r (dd, > =) rz,1 12,2 (ggf. mit fiihrender 0) werden
stellenrichtig unter r,_, der Reihe nach mit je einer —Drehung die ungeraden Zahlen 1, 3, 5 usw.
subtrahiert. Wenn die Glocke ertont, ist der Rest in (R) < 0 (dd,,—» < 0), und die letzte Subtrak-
tion wird durch eine +Drehung riickgéngig gemacht. Jetzt steht in (Z) an der Stelle i = v — 1 die
Anzahl a der —Drehungen mit dem Stellenwert 10 * = 10", Damit ist von der ersten Zweier-
gruppe insgesamt a2 subtrahiert worden bzw. von r stellenrichtig a? = a?y;, und a; = x; ist die er-
ste Stelle der Wurzel firi =v—1.

3. Zunichst wird der Stellenindex i in der Wurzel um 1 vermindert, um die nichste Stelle x; zu be-

rechnen. (Dadurch erhilt die zuvor berechnete Stelle von x bzw. a den Index i + 1.) Dann wird
die Wurzelstelle b; aus den ndchsten beiden Stellen von r (linke Stelle r»;,1 und rechte Stelle ry;
der nédchsten Zweiergruppe gemeinsam) berechnet. Dafiir wird die bisher benutze Stelle i + 1 in
(E) von 2a — 1 um 1 auf 2a erhoht (bzw. von 2a + 1 um 1 auf 2a vermindert) und in der nichst-
niedrigeren Stelle i die erste ungerade Zahl 1 eingestellt. Aulerdem wird der Schlitten um eine
Stelle nach links verschoben. Damit ist der Radikand im Resultatwerk (R) gegeniiber der akti-
ven Stelle i im Einstellwerk (E) um insgesamt 2 Stellen nach links verschoben worden, d.h. (R),;
liegt jetzt unter (E);, und in (E) steht 20 a;;; Daraufthin wird die Rekursionsformel (Gl. 11) ent-
sprechend der vorstehenden Tabelle 4.3.1 und der unmittelbar dariiber stehenden Anleitung an-
gewendet:
Nach jeder —Drehung ohne Unterlauf (dr,; > 0 ) wird in (E); die nichste ungerade Zahl (ggf. mit
einem Ubertrag in die nichsthohere Stelle) eingestellt. Tritt ein Unterlauf (dry; < 0 mit Warnglo-
cke) auf, dann wird die letzte —Drehung durch eine +Drehung riickgingig gemacht. Die damit
gefundene nédchste Dezimalstelle x; der Wurzel x erscheint an passender Stelle im Zahlwerk (Z).

4. Sofern der Radikand noch nicht abgearbeitet ist oder bei einem irrationalen Ergebnis noch wei-
tere Nachkommastellen berechnet werden sollen (i > —w), wird Schritt 3 so oft wie erforderlich
wiederholt. Dabei kénnen aus dem Nachkommateil des Radikanden beliebig viele Nullen be-
nutzt werden, um weiterzurechnen. Das Dezimalkomma ist in der Wurzel x nach der Stelle xo zu
setzen, falls noch Nachkommastellen berechnet werden. Intern wird jedoch mit a; ohne Komma
weitergerechnet wie bei der schriftlichen Division. Wird der Divisionsrest dr;; = 0, dann ist der
Radikand r eine Quadratzahl. Bei ganzzahligen Radikanden ist das der Rest dry = 0, bei gebro-
chenen Radikanden mit 2 » Nachkommastellen (i =—1 ... —2u) der Rest dr_y,,.

Selbstverstindlich werden bei diesem Verfahren dieselben Rechenoperationen ausgefiihrt wie bei
dem vorigen, nur daB} in jedem Schritt, d.h. bei jeder —Drehung, die anteilige Differenz 2 k — 1 der
quadratischen Ergiinzung b? als aktuelle ungerade Zahl gemeinsam mit dem Divisor 20 a;;; abgezo-
gen wird. Das ist der eigentliche Kniiller des Toepler-Verfahrens auf einer mechanischen Rechen-
maschine.

Im Folgenden wird auch dieses maschinelle Verfahren an denselben drei Zahlenbeispielen demon-
striert wie das vorige Verfahren. Zur Einstimmung auf das Toepler-Verfahren wird diesen drei Bei-
spielen die schrittweise Subtraktion der ersten n ungeraden Zahlen vorangestellt (linke Rechnung
von Beispiel 1).
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4.3.1 Beispiel 1:

Radikand =

Abziehen ungerader Zahlen

Rechnung
144
-1
143
-3
140
-5
135
e
128
-9
119
- 11
108
- 13
95
-_15
80
- 17
63
- 19
44
- 21
23
- 23

0

Wert
’

2-1
r—12
4-1
r—22
6-1
r—32
8-1
r—42
10-1
r—>52
12-1
r—6?
14-1
r—T1%
16 -1
r—82
18-1
r—92
20-1

r—10?

22-1

r—112

24 -1

r—122

Schritt
k
1

9

10

11

x=+144 =12

dreistellige Quadratzahl
Toepler stellenweise

s Rechenschritt i k;

144 r

-1 — ]2 1 1 lezklzl

0 =q;=1
44 ddy

~ 21 ~0-1-1+1) 0 1

- 23 —(20-1-1+3) 0 2 =xo=by=ko=2
0 —(20-1:2 + 22) =ay=12

Wegen r — 122 = 0 ist r eine Quadratzahl.
X=x1x9 = x=12

Stellenweise Rechnung mit nur 3 Schritten
gegeniiber 12 Schritten im linken Beispiel.

12 =k=12=n=x

wegen r — 122 = 0 ist r eine Quadratzahl
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4.3.2 Beispiel 2 (Toepler): Radikand r = Quadratzahl mit 5 Stellen)

s s s Rechenschritt
65536 =r
-1 =-1
-3 -_3
2 =_)2
255 =dd,
- 41 =—20a-1+1)
- 43 =—20a-1+3)
- 45 =—20a-1+5)
- 47 =—20a-1+7)
- 49 =—20a,-1+9)
30 =—20ay-5+5?%
3036 =ddy
- 501 =—20a;-1+1)
- 503 =—20a;-1+3)
- 505 =—20a;-1+5)
- 507 =—20a;-1+7)
- 509 =-20a;-1+9)
- 511 =—(20a;-1+11)
0 =—(20a; -6+ 6%

Wegen r — 2562 = 0 ist r eine Quadratzahl.

BZi

10*
10*
10*
10°
10°
10°
10°
10°
10°
10°
10°
10°
10°
10°
10°
10°
10°
10°

X =X2 X1 Xo

~.

S OO OO OO O =M= M FE M=M= DN DD

ki

\S]

N B~ W =O

NN BN = O

x=4/65536 =256

ﬁ)Cz:]Q:z
=a,=2

:xlzblzlq:S
za1:25

ﬁ)Co:b():ko:6
$a0:256

= x =256
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4.3.3 Beispiel 3: (Toepler) Radikand r = keine Quadratzahl

s s s s s Rechenschritt B!
3,0000000000 =r
-1 =-1 10°
2 =—12 10°
200 =dd, 1072
- 21 =—(20ap-1+1) 1072
- 23 =—(20ay-1+3) 1072
- 25 =—(20ay-1+5) 1072
- 27 =—(20ay-1+7) 1072
- 29 =—(20ay-1+8) 1072
- 31 =—(20ay-1+11) 1072
- 33 =—(20ay-1+13) 1072
11 =—(20ay-7+7? 1072
1100 =dd4 107
- 341 =—(20a-1+1) 107
- 343 =—20a_;-1+3) 107
— 345 =—(20a,-1+5) 107
7 =—(20a-3+3? 10
7100 =dd_¢ 10°°
- 3461 =—(20a,-1+41) 10°°
- 3463 =—(20a,-1+3) 10°°
176 =—(20a,-2+2? 10°°
17600 =dd_g 107
- 0 =—(20a3-0+0) 107
17600 =—0 107
1760000 =dd 1071
- 346401 =—20a4-1+1) 1071
- 346403 =—20a4-1+3) 1071
- 346405 =—20a4-1+5) 1071
- 346407 =—20a4-1+7) 1071
- 346409 =—(20a4-1+9) 107
27975 =—(20a4-5+5?) 107"
2797500 =dd_» 10712
- 0 =—(20a.5-0+0) 1072
2797500 =0 107"
279750000  =dd 4 10714
- 34641001 =—-(20as-1+1) 10"
- 34641003 =-(20ag-1+3) 107"
- 34641005 =-(20asg-1+5) 107"
- 34641007 =-(0asg-1+7) 107"
- 34641009 =-(20a6-1+9) 107"
- 34641011 =-(20as-1+11) 10"
- 34641013 =-(20a- 1+ 13) 107"
- 34641015  =—(20a¢-1+15) 107
2621936 =-(20a¢- 8 + 82) 107"
USW.

X=X0, X1 X2 X3X4X5X_6X_7...

x =4/3 =1,7320508 ...

ki

1 ﬁxO:k():l
=qp=1

0

1

2

3

4

5

6

7 :x_lzb_lzk_1:7
== da_1 = 17

0

1

2

3 ﬁx_zzb_zzk_2:3
=a,=173

0

1

2 ﬁx_gzb_3:k_3:2
=a3=1732

0

0 $X_4:b_4:k_4:0
=a.4=17320

0

1

2

3

4

5 $X_5:b_5:k_5:5
= a_s = 173205

0

0 $X_6:b_6:k_6:0
= a_¢ = 1732050

0

1

2

3

4

5

6

7

8 zx_7:b_7:k_7:8

= a_7;= 17320508

== X

=1,7320508 ...
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S. SchluB3betrachtungen

Aus der Rechenanleitung und den Zahlenbeispielen im vorigen Kapitel zeigt sich eine gewisse Ele-
ganz des Toepler-Verfahrens bei der Berechnung von Quadratwurzeln mit mechanischen Vierspe-
zies-Rechenmaschinen. Diese Maschinen kdnnen im Grunde genommen nur addieren und subtra-
hieren, denn Multiplikation und Division werden durch sukzessive (schrittweise) Addition bzw.
Subtraktion ausgefiihrt. Mit dieser Methode wird der Multiplikator stellenweise abgearbeitet. bzw.
der Quotient stellenweise aufgebaut.

Durch die Auflosung einer Quadratzahl n? in eine arithmetische Reihe der ersten n ungeraden Zah-
len von 1 bis 2 n — 1 ist es seinerzeit gelungen, in einem modifizierten Verfahren dhnlich dem
schriftlichen Wurzelziehen die quadratische Ergiinzung b? gemeinsam mit dem Divisor 2 a schritt-
weise aufzubauen. Das sich daraus ergebende Toepler-Verfahren fiir mechanische Rechenmaschi-
nen ist in der vorstehenden technischen Notiz aus dem schriftlichen Divisionsverfahren abgeleitet
worden. Sein mathematischer Hintergrund wurde erldutert und an Zahlenbeispielen plausibel ge-
macht.

Die Brunsviga 20, an der das Toepler-Verfahren praktisch nachvollzogen worden ist, hat im Resul-
tatwerk (R) 20 Stellen, im Einstellwerk (E) 12 Stellen und im Zahlwerk (Z) 11 Stellen. Daher kann
diese Maschine einen Radikanden mit maximal 20 Stellen aufnehmen (einschlieBlich aller Nach-
kommastellen bzw. -nullen, die man zum Rechnen braucht). Somit konnen Wurzeln auf maximal
v + w = 10 Vor- und Nachkommastellen genau berechnet werden, d.h. in (Z) bleibt die erste Stelle
unbenutzt. In (E) muf3 zum Berechnen der letzten Stelle das 2-fache (2 x) der Wurzel x eingestellt
werden. Deshalb wird dort eine Stelle mehr gebraucht, wenn die erste Ziffer der Wurzel > 4 ist. So
bleibt bei insgesamt 11 Stellen von den hier vorhandenen 12 Stellen auch eine Stelle Reserve.

In dem MaBe, in dem mechanische Rechenmaschinen an praktischer Bedeutung verloren haben,
geht leider auch das Wissen iiber derartige Rechenverfahren immer mehr unter. Heute ist das
Toepler-Verfahren fast nur noch von geschichtlichem Interesse. Es konnte aber immer noch interes-
sant sein, sofern in einem einfachen Mikrocomputer mit beschrinkter Rechenleistung eine Wurzel-
routine z.B. in maschinenorientierter Assemblersprache selbst programmiert werden muf3. Vor etli-
chen Jahren boten die meisten BASIC-Interpreter fiir PCs mathematische Funktionen nur in einfa-
cher Genauigkeit (single precision, Gleitkommawerte mit ca. 6 Dezimalstellen) an. Fiir doppelte
Genauigkeit (double precision, Gleitkommawerte mit ca. 16 Dezimalstellen) gab es nur die vier
Grundrechenarten wie bei einer Vierspezies-Maschine. Hier wire die Kenntnis des Toepler-Verfah-
rens manchmal ganz hilfreich gewesen, um auf einfache Weise eine Wurzelroutine mit dieser Ge-
nauigkeit zu schreiben. Aber dieses Verfahren habe ich durch mein Interesse an mechanischen Re-
chenmaschinen erst jetzt durch die im Ruhestand dafiir vorhandene Mufle kennengelernt.
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